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Resumo. Apresentam-se sucintamente os principios bdsicos da ferramenta numérica
recentemente desenvolvida baseada no método dos elementos finitos que, com uma abor-
dagem unificada, implementa numericamente os teoremas estdtico e cinemdtico da andlise
limite, permitindo obter estimativas interior e exterior do conjunto das cargas de colapso
de problemas de mecanica estrutural.

Aplica-se a referida ferramenta numérica a determinacao de impulsos de terras em
condigoes bidimensionais. O solo € considerado puramente atritico, com superficie ho-
rizontal. Os impulsos sao considerados aplicados num paramento vertical rugoso e sao
obtidos para carregamentos causados pelo peso proprio. Os resultados obtidos sdo com-
parados com outras solucoes dos teoremas estdtico e cinemdtico e sao apresentados sob
a forma de fronteiras interior e exterior que constituem superficies bidimensionais num
sistema de eizos definidos pelas tensoes normal e tangencial adimensionalizadas.

1 INTRODUCAO

No presente trabalho descreve-se sucintamente os principios que estao na base do desen-
volvimento de uma ferramenta numérica baseada no método dos elementos finitos que
implementa os teoremas cinematico e estatico da analise limite. Tal ferramenta é apli-
cada a determinacao de impulsos de terras causados pelo peso do solo, em estado plano
de deformacao e em condicoes drenadas. O interesse desta aplicacao justifica-se pelo
facto de, apesar de se tratar de um problema classico da mecanica dos solos, nao estar
analiticamente resolvido, havendo no entanto solugdes (parciais) que permitem efectuar a
comparagao com os resultados obtidos no presente trabalho e sua validagao.
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Os resultados obtidos sao inicialmente apresentados na sua forma classica de coeficientes
de impulso activos e passivos e, em seguida, numa representacao do conjunto das cargas de
colapso adimensionalizadas, aproximadas quer exteriormente (teorema cinemético) quer
interiormente (teorema estético).

2 ANALISE LIMITE

Considere-se um corpo constituido por um material rigido perfeitamente plastico, sujeito
a carregamentos de forcas de massa (b, bg) que sdo aplicadas no seu dominio Q2 e de
forgas de superficie (t, to) aplicadas na fronteira I', (fronteira de Neumann), que reunida
a fronteira ', (fronteira de Dirichlet) definem a fronteira I do corpo. Estes carregamentos
sao dividos em dois tipos: num, as forcas sao afectadas pelo multiplicador de carregamento
a (o € RT) e noutro, as forgas nao sao afectadas por qualquer parametro, mantendo assim
constante a sua contribuicdo durante o calculo (definidas com o indice “07).

A anadlise limite permite estimar para este corpo aproximagoes do multiplicador « a partir
do qual comega a haver escoamentos plasticos e deformacgoes irreversiveis, chamado de
colapso plastico. Estas aproximacoes resultam da aplicacao dos teoremas cinematico(TC)
e estatico(TE).

Para o teorema cinematico da andlise limite obtém-se o seguinte problema de minimizacao
com restricoes:

Minimizar «(a,€) = /D(é) dQ — IIp(a)

Sujeito a II(1) =1 ? (1)
u=20 em I,
€ =Du em
g e,

sendo a taxa de trabalho total das forgas externas obtido por,

(1) + (1) = (/QbTﬁ dQ + /atTﬁdFU) + (/QboTﬁdQ + /UtOTﬁ dFU> (2)

Para cada campo cinematico virtual os vectores u e 1 representam respectivamente os
campos de deslocamentos e de velocidade do corpo, onde as componentes de extensao e
distor¢ao da taxa de deformacao plastica sao armazenadas no vector €. Neste problema
(equagao 1) D corresponde ao operador de compatibilidade diferencial, D a taxa de dis-
sipacao plastica por unidade de volume e C. representa o espaco formado por todos os
estados possiveis de deformagao plastica (ortogonais & superficie de cedéncia em pelo me-
nos um ponto) [1]. A tltima restrigdo imposta garante a regra da normalidade, permitindo
assim a verificacao de todos os pressupostos do teorema cinematico da analise limite.

Para o teorema estatico da anélise limite obtém-se o seguinte problema de maximizacao
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com restricoes:

Maximizar «
Sujeitoa DT+ ab+by=0 em 3
No = at + t, em I, (3)
flo) <0

Para cada campo estatico admissivel o vector com as componentes normais e de corte
das tensdes plésticas é representado por o e D7 corresponde ao operador de equilibrio
diferencial. Neste problema (equac@o 3) N retine as componentes dos vectores das normais
exteriores as fronteiras ', e f corresponde a fungao de cedéncia (assumida como convexa).

3 FERRAMENTA NUMERICA

Uma ferramenta numérica de elementos finitos permitindo o calculo rigoroso de majoran-
tes de cargas de colapso de sistemas mecanicos através de uma variante do algoritmo de
Uzawa [2] tem sido desenvolvida ao longo da tltima década no seio do Departamento de
Engenharia Civil da FCT/UNL. Este método, na forma apresentada por [3] recebe hoje em
dia a designacao de método de direccao alternada de multiplicadores, tradugao livre da de-
signagao em inglés “alternating direction method of multipliers”(ADMM) [4]. O ADMM
apresenta uma enorme eficicia e robustez (minimizando os casos de nao convergéncia) e
um raciocinio paralelizavel, sendo esta tltima caracteristica uma das principais razoes da
utilizacao deste algoritmo.

A comprovagao destas propriedades por alguns dos autores [5, 6, 7] levou a extensao
dessa ferramenta numérica para aplicacao ao teorema estatico da analise limite, de forma
a obter minorantes rigorosos de cargas de colapso de sistemas mecanicos.

De seguida apresenta-se sucintamente as formulagoes dos teoremas cineméatico (equagao
1) e estético (equagao 3) segundo a forma de um problema de ADMM.

3.1 Formulagcao ADMM para o teorema cinematico

Considere-se um corpo continuo discretizado em ng elementos finitos. Aproxima-se em
cada elemento finito 7 o campo das velocidades e da taxa de deformacao plastica por um
produto matriz-vetor,

PoNe
e — gl (4)

e

=
—
S
=

onde as matrizes (¢, ¢{”) armazenam as funcées de forma convencionais [8]. O vector
v armazena as componentes do campo das velocidades nos graus de liberdade (nés da
malha de elementos que definem o corpo). Por outro lado, o vector e® define as compo-
nentes de deformagao de cada elemento, sendo estes graus de liberdade nao partilhados
entre elementos adjacentes (ver tabela 1).

O problema de programacao matematica apresenta a seguinte forma,
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Tipo de Elemento Forma e

| NN N

(isoparamétrico) - -
3n6s | 3ndés | Constante

e AR
(superparamétrico)

3 nds 6 nos 3 nds

Tabela 1: Elementos finitos 2D para a formulagao do teorema cinematico

Minimizar g(v) + h(e)
. 1/2 _ (5)
Sujeitoa Ay (Bv—e)=0

sendo,

~Flv seFlv=1
g(v) = .
+o0o  Caso contrario

h(e) — /QID(e]) dQ s€ ej € Cca vj S {1, e ,np}

(7)

400 Caso contrario

Na equagao (5), Ay corresponde a uma matriz diagonal onde as componentes relativas as
extensoes sao iguais a 1 e a referente a componente de distor¢ao plastica ¢é igual a % eB
representa o operador discreto de equilibrio:

BY = Do ®)

A montagem deste operador segue o procedimento normalmente aplicado no método de
elementos finitos convencionais executando-se a soma das varias contruibicoes de cada
elemento. Na equacao (6), F corresponde ao vector de forgas nodais, obtido através da
seguinte expressao,

. N\7T . N\NT .
FO) — /Q ) (¢5j>) b dQ + /F . (¢»§j>> t@ dr, (9)

Na equagao (7), e; corresponde ao vector das componentes da taxa de deformacao pléstica
no ponto j e n, ao nimero total de pontos da malha de elementos que definem o corpo.
Para um maior detalhe destes operadores pode-se consultar trabalhos anteriormente rea-
lizados por alguns dos autores [5, 6, 7.
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3.2 Formulagao ADMM para o teorema estatico

Considere-se um corpo continuo discretizado em ng elementos finitos. Define-se em cada
elemento finito ¢ o campo das tensoes (assumido como linear) por duas aproximagoes
independentes e simultaneas,

(10)

onde a matriz ¢ e os vectores s e §@) armazenam respectivamente as funcoes de forma
e as componentes nodais de tensao. Como as aproximagoes sao locais ao elemento finito,
estes graus de liberdade ndo sao partilhados entre elementos (ver tabela 2).

Tipo de Elemento | Forma S S
() 0
Linear
. z . (o] O (=] (=)
(isoparamétrico)
3n6s | 3nés | 3 noés

Tabela 2: Elementos finitos 2D para a formulagao do teorema estatico

O problema de programagao matematica apresenta a seguinte forma,

Minimizar g(«,s) + h(s)

a 11
Sujeito a A, 1/2(5 —8)=0 "
sendo,
—O se BTS — O.’F == FO
_ 12
g(as) { +o00 Caso contrario 1)
o[ 0 sef(3) <0, Vjie{l....n)
h(s) = { +o0o Caso contrario )

onde s; representa o vector das componentes de tensao no ponto j. O operador de
equilibrio, BT, define-se através de duas sub-matrizes,

(B(i))T _ [—%T(gb(i)} (14)

onde DTqS(i) e N representam respectivamente o operador discreto de equilibrio no
elemento e nas fronteiras. Logo, o vector de forcas associado, F, também é sub-dividido

cm
y (i)
B0 {b | } (15)
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sendo b® o vector das componentes das forcas de massa aplicadas no centro de massa do
elemento e t® o vector das componentes das forcas aplicadas nas fronteiras do elemento.
A montagem destes operadores é um pouco diferente do procedimento normalmente apli-
cado no método de elementos finitos convencional. Com efeito, as contribuicoes de cada
elemento, tanto no equilibrio do elemento como das fronteiras, sao distintos entre si o
que faz com que nao exista sobreposicao de contribuigoes. Para um maior detalhe destes
operadores pode-se consultar o trabalho [9].

3.3 Meétodo de direcgao alternada de multiplicadores

Resumidamente o método de direccao alternada de multiplicadores permite, através de
uma simples separacao de variaveis, decompor problemas grandes e dificeis em dois sub-
problemas de resolugao mais simples [4].

O primeiro sub-problema consiste na minimizagao do lagrangeano aumentado em ordem
as varidveis da funcao ¢ (equagoes (6) e (12)), que representam as varidveis globais.
A minimizacao global corresponde a um problema quadratico sem restrigoes facilmente
resolvido através de um sistema linear de equagoes (ver tabela 3). Nestas equagdes os
multiplicadores de Lagrange para o caso cinemédtico sao representados por s (restri¢ao
linear do problema definido pela equagdo 5) e « (restri¢ao linear da equagao 6). Por outro
lado, os multiplicadores de Lagrange para o caso estatico sao representados € (restrigdo
linear do problema definido pela equacao (11)) e ¥ (restrigao linear da equagao (12)). O
parametro de penalidade do lagrangeano aumentado ¢é definido por p.

Teorema cinematico

Minimizar Lg(v,a) = —FIv + a(l —FTv) +s"Bv + g(BV)TAO(BV — 2e)

~ . pBTAoB —-F v FO—BT(g—pAOe)
Solucao: [ T 0 | lal= e

Teorema estatico

Minimizar Le(a,s,v) = —a + 7 (Fg + oF — BTs) +&7s + gsTAo_l(s — 28)

—pA;' B 0 S &—pA;'s
Solucao: B” 0o -F||¥]|= Fo
0 —FT 0] |a -1

Tabela 3: Minimizagao global: Teoremas cinematico e estatico
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Teorema cinematico

Minimizar L (e) = /D(ej) dQ — e’ A + geTAoe
Q

Sujeito a A =s+ pAyBv
ejECC, Vje{l,...,np}

Teorema estatico

Minimizar L£7(8) = —sTA + gETAa s
Sujeito a A =€+ pA,'s
f(s;) <0, Vje{l,...,n,}

Tabela 4: Minimizagao local: Teoremas cinemaético e estatico

O segundo sub-problema consiste na minimizagao do lagrangeano aumentado em ordem
a variavel da funcao h (equagoes (7) e (13)), que corresponde a varidvel local. Na mi-
nimizagao local (ver tabela 4) trata-se a nao-linearidade do problema. A complexidade
deste problema reduz-se significativamente devido as seguintes caracteristicas:

e O operador A, é uma matriz diagonal e as fungdes (7) e (13) fora de um determi-
nado dominio tomam o valor de +o00. Estas propriedades permitem decompor este
problema numa soma de problemas locais independentes, avaliados ponto a ponto.

e Os produtos de vector nas fungoes objectivo da tabela 4 sao operacoes de contragao
tensorial (pela inclusdo do operador Ag) e o material apresenta um comportamento
isotrépico plastico (através das restri¢oes nao lineares). Logo, segundo [10] o eixo
principal do tensor A coincide com o eixo principal dos tensores e no caso do teorema
cinemaético e s no caso do teorema estético.

Para cada um dos pontos j, o processo de minimizacao local inicia-se com a determinacao
dos valores e vectores préprios do tensor A;. No espago principal determina-se o ponto de
estacionaridade (e" no caso do teorema cinematico e s* no caso do teorema estético) da
fungao objectivo ndo tendo em conta as restri¢oes (tabela 4). Se esta solugao pertencer
ao dominio possivel (ou seja, se obedecer as restrigdes nao lineares da tabela 4) estd-se
perante a solu¢ao éptima do problema (e* no caso do teorema cinemdtico e s* no caso
do teorema estatico), caso contrario é necessario projectar a solugdo estaciondria para o
dominio possivel.

Uma ilustracao do processo de projeccao é no caso do teorema estatico representado na
figura 1, para o caso do teorema cinematico deve-se consultar [11].

Apoés a resolucao destes problemas, procede-se a actualizacao do multiplicador de La-
grange como indicado na Tabela 5.
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Figura 1: Projeccao 2D do teorema estatico na minimizagao local: Critério de Mohr-Coulomb em estado
plano de deformagao com angulo de atrito ¢’ e com coesao efectiva ¢’.

Teorema cinematico

gkl — gk 4+ pAO(BVkJrl _ ek+1)

Teorema estatico

ék+1 — ék + pAal(Sk+1 _§k+1)

Tabela 5: Actualizacdo do multiplicador de Lagrange: Teoremas cinemaético e estéatico

4 MODELO

O esquema apresentado na Figura 2 mostra as condi¢oes geométricas e de carregamento
adoptadas no estudo para a determinacao dos impulsos de terras. A superficie do terreno
¢é horizontal, o paramento ¢é vertical e sujeito aos carregamentos devidos ao peso proprio
e a distribuicoes triangulares de tensoOes normais e tangenciais. A resisténcia do solo
é caracterizada pelo critério de Mohr-Coulomb, com coesao efectiva nula e angulo de
resisténcia ao corte ¢'.

A Figura 3 mostra um exemplo do tipo de malha de elementos finitos utilizada. Os
elementos da malha sao obtidos a partir de elementos de forma quadrangular subdivididos
pelas suas diagonais. No caso do teorema cinematico utilizou-se no presente trabalho
triangulos de seis ndés para a aproximacgao das velocidades e, no do teorema estatico,
triangulos de trés nés. Os calculos apresentados correspondem a dimensoes dos quadrados
referidos com lado igual a h/40. Na figura, por forma a permitir a sua visualizacao, as
dimensoes dos lados sao h/20.
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L

Figura 2: Representacao esquematica da geometria e do carregamento considerados.

AN

S S

Figura 3: Exemplo de malha de elementos finitos.

Nos célculos realizados, o peso volimico nao é afectado por qualquer multiplicador,
sendo, portanto, constante no decurso dos cédlculos. Na determinacao dos impulsos acti-
vos e passivos tal como usualmente definidos, as tensoes normal e de corte aplicadas ao
paramento sao afectadas pelo multiplicador de carregamento «, sendo determinado o par
de tensoes resultantes dessa multiplicacao que constitui a estimativa para as aproximagoes
interior e exterior das cargas de colapso. Em cada um destes calculos é, assim, mantida
constante a relacao entre 7 e o, de acordo com a relacao:

tgd = - (16)
On

em que 0 corresponde ao angulo de atrito solo-estrutura na hipotese pratica de os carrega-
mentos serem aplicados ao solo por uma estrutura de suporte. Admite-se, assim, que ¢ é
positivo quando as tensoes tangenciais estao dirigidas para cima. Tal convencgao associa,
assim, valores positivos de ¢ a situacao habitual no caso da determinacao de impulsos
activos e valores negativos deste angulo a situacao habitual quando da determinacao de

impulsos passivos.
De notar, ainda, que dada a evolugao linear em profundidade dos diagramas de tensoes,
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a relacao da equacao anterior é também dada por:

tgo = ) (17)

Para a determinacao da estimativa dos valores do par de tensoes correspondente ao caso
activo, procurou-se enquadrar o minimo valor dessas tensoes que garantem a estabilidade
e, para a estimativa dos valores correspontes ao caso passivo, procurou-se enquadrar o
maximo valor dessas tensoes.

Para além dos casos de colapso correspondentes aos estados activo e passivo, realizaram-
se calculos em que apenas uma das tensoes (a tangencial) era afectada pelo multiplicador
de carregamento, mantendo portanto constante a tensao normal. Assim, nestes calculos, o
angulo 0 nao é mantido constante. Deste modo, para uma dada tensao normal procurou-se
enquadrar as tensoes tangenciais minima e maxima que garantem a estabilidade.

Uma vez determinados os pares de valores 7 e 0, que correspondem a cada situacao
de colapso, calcularam-se as relacoes:

ag. T
K,=-"2 ¢ K,= — 1
" vhe vh (18)

2 2
K:—\W:«/nguf(g (19)

vh

Nestas equagoes, K é um coeficiente de impulso e K; e K, sao as suas componentes
horizontal e vertical.

5 RESULTADOS

Os resultados na sua forma classica — coeficientes de impulso activos e passivos — sao
apresentados na Figura 4, para o exemplo que se adopta no presente trabalho de ¢ = 30°.
Na mesma figura mostra-se ainda alguns outros resultados (Coulomb e Caquot e Kérisel)
para o mesmo caso.

A anédlise da Figura 4 permite, em primeiro lugar, constatar a grande proximidade
entre os resultados obtidos no presente trabalho usando os teoremas estético (TE) e
cinematico (TC). Com efeito, os dois conjuntos de resultados estdo praticamente sobre-
postos, notando-se apenas uma ligeira diferenca grafica entre os dois resultados para os
casos 6 = —30°. Esta grande proximidade significa, portanto, que os resultados obtidos
delimitam com grande precisao a solucao exacta.

Pode ainda verificar-se a quase coincidéncia entre os resultados obtidos e os de Cou-
lomb e Caquot e Kérisel para o caso activo. No caso passivo, os resultados obtidos sao
também praticamente coincidentes com os de Caquot e Kérisel, verificando-se o esperado
afastamento dos resultados dados pela teoria de Coulomb, para § < —10° na convencao
de sinais adoptada no presente trabalho.

10
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1 10
0s% 8
L]
06 6
i S v - .
04 e 4 W
""" L SN m
e TE m TE
02r o TC 2r o TC Mmoo
——————————— Coulomb ———- Coulomb
0 X Caquot e Kérisel 0 X Caquot e Kérisel ‘ T
-30 -20 -10 0 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30
5() 50)
(a) Coeficientes de impulsos activos (b) Coeficientes de impulsos passivos

Figura 4: Coeficientes de impulsos activos e passivos determinados nos célculos realizados através dos
teoremas estético (TE) e cinemético (TC) para ¢’ = 30°. Comparagio com as solugoes de Coulomb e de
Caquot e Kérisel.

A Figura 5 representa os valores dos coeficientes K}, e K, obtidos dos calculos realizados
para ¢ = 30° usando os teoremas estatico (TE) e cinematico (TC). Nela identificam-se
os casos dos estados activos e passivos para diferentes valores de 0 (ja representados na
Figura 4) e os resultados (identificados como “outros”) obtidos através do procedimento
descrito anteriormente, isto é, mantendo a tensao normal constante e determinando as
tensoes tangenciais minima e maxima que garantem a estabilidade.

Na Figura representa-se, assim, um conjunto de valores obtidos do teorema estético e
um conjunto de valores obtidos do teorema cinematico. Cada conjunto define no espaco
K, — K}, uma fonteira dos carregamentos limites, que lhes é interior no caso da obtida pelo
teorema estatico e exterior no caso da obtida pelo teorema cinematico. Dada a precisao
conseguida nos calculos realizados, as duas fronteiras sao muito préximas, pelo que dificeis
de distinguir.

Na mesma figura mostra-se ainda os resultados obtidos da teoria de Coulomb (os de
Caquot e Kérisel, dada a proximidade aos resultados dos calculos realizados, estariam com
eles sobrepostos). O tracado dos trogos de fronteira permitidos pela teoria de Coulomb
mostra o que é esperado e constatado na Figura 4: bons resultados para o estado activo
e, para o passivo, sucessivo afastamento com a diminuicao do valor de 9, em particular
para 0 < —10°.

A Figura 6 mostra, para o caso dos resultados obtidos do teorema cinematico, as man-
chas de deformacoes plasticas e, para o caso dos resultados do teorema estatico, a iden-
tificagao dos elementos cujo estado de tensao se encontra sobre a superficie de cedéncia.
Em ambos os casos as figuras representadas permitem conhecer as zonas do macigo nas
quais se verifica escoamento plastico, o que portanto é indicativo dos mecanismos forma-
dos. A comparacgao, para igual situagao de carregamento, dos resultados obtidos dos dois
teoremas mostra, na maior parte dos casos, uma muito boa concordancia, em linha com

11
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TE (activo)
TC (activo)
TE (passivo)
TC (passivo)
TE (outros)

TC (outros) di\e ]
_ Coulomb %

>rOEOO

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 5: Representacao das fronteiras dos carregamentos limites.

a quase coincidencia dos valores dos coeficientes obtidos de uma e outra forma.

A figura permite ainda constatar o efeito nos mecanismos do angulo de atrito J que,
sendo nulo, implica zonas planares de separacao entre o maci¢o que entra em plasticidade
e aquelas em que tal nao acontece e que, consoante o seu sinal, causa zonas de separagao
com curvatura concava ou convexa e diferentes dimensoes da zona em plasticidade. Tal
justifica, no caso dos impulsos passivos, em que a curvatura é mais evidente, o afastamento
da solucao de Coulomb das obtidas.

6 CONCLUSOES

Apresentou-se sucintamente os fundamentos da implementacao numeérica através do
método dos elementos finitos dos teoremas estatico e cinematico da andlise limite tal como
realizada no Departamento de Engenharia Civil da FCT/UNL. A abordagem proposta é
a mesma para ambos os teoremas.

Aplicou-se as ferramentas numéricas a determinacao de impulsos de terras para um
exemplo correspondente a um solo com um angulo de resisténcia ao corte de 30°. Mostrou-
se a boa correspondéncia entre os resultados obtidos pelos teoremas estatico e cinematico,
o que permite, na pratica, considerar a solucao obtida como exacta.

Representou-se os resultados obtidos por ambas as vias através de fronteiras dos car-
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Figura 6: Manchas de deformagoes plasticas (TC) e de elementos cujo estado de tensdo estd sobre a
superficie de cedéncia (TE).

regamentos limites num espaco definido pelas tensoes normal e tangencial adimensiona-
lizadas que constituem na realidade componentes normal e tangencial (horizontal e ver-
tical) dos coeficientes de impulso. Os bons resultados obtidos através dos dois teoremas
traduzem-se na quase coincidéncia entre as duas fronteiras obtidas.
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A representagao grafica das zonas em plasticidade obtidas de ambos os teoremas mos-
trou, igualmente, uma boa concordancia nos resultados obtidos.
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