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Resumo. M¢étodos numéricos para simular o escoamento de fluidos viscosos incom-
pressiveis através de meios heterogéneos permedveis tem sido desenvolvidos em varias
aplicacoes nas ultimas décadas. Em particular, um problema bem conhecido € o acopla-
mento entre um fluido livre com o meio poroso governado pelas equacoes de Stokes e
Darcy, respectivamente, e uma condicao de interface entre eles, experimentalmente de-
senvolvida por Beavers-Joseph. Métodos de elementos finitos cldssicos baseados em for-
mulagoes de Galerkin continuo e na utilizacao de multiplicadores de Lagrange impondo a
condi¢ao de interface combinados com procedimentos iterativos associados com técnicas de
decomposi¢ao de dominio e métodos de Galerkin Descontrivo (DG) tém sido utilizados para
resolver numericamente este problema acoplado. Mas a utilidade prdtica dos métodos DG
tem sido limitada por suas formulacdes e implementacoes computacionais mais comple-
zas e pelo maior numero de graus de liberdade no sistema de resolucdo. Assim, propomos
uma nova formulagao de elementos finitos hibrida estabilizada para o problema acoplado
combinando formulacoes hibridas para os problemas de Stokes e de Darcy. Os multiplica-
dores de Lagrange sao introduzidos para impor fracamente a continuidade em cada lado
dos elementos gerando um sistema global envolvendo apenas os graus de liberdade associ-
ados aos multiplicadores e as varidveis de interesse podem ser sempre obtidas em nivel de
elemento. Este método impoe naturalmente as condicoes de fronteira de Beavers-Joseph
ou de Beavers-Joseph-Saffman e preserva as principais propriedades dos métodos DG as-
sociados. Para validagcao do método, experimentos numéricos que ilustram a flexibilidade
e robustez e mostram taxas otimas de convergéncia sao apresentados.
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1 INTRODUCAO

Métodos numéricos para simular o escoamento de fluidos viscosos incompressiveis através
de meios permeaveis heterogéneos tem sido largamente desenvolvidos devido a diversas
aplicagoes em engenharia de petréleo. Neste trabalho, consideramos o caso particular
caracteristico de reservatérios de petréleo e aquiferos onde os meios porosos possuem
pequenas cavidades denominadas por wvugs. Tais cavidades sao relativamente pequenas
em comparacao com o tamanho do préprio dominio, mas muito maior do que o espaco
poroso intergranular habitual [4].

Matematicamente, a regiao composta pelo meio poroso é governada pela lei de Darcy e
a regiao do fluido livre constituida de cavidades (vugs) é modelada pelo sistema de Stokes.
Na interface, o ponto mais importante a ser considerado no tratamento do acoplamento
das equacoes de Darcy e Stokes é encontrar a condigao correta que separa os subdominios
do fluido livre e o meio poroso. A condigao comumente utilizada foi postulada e verificada
experimentalmente por Beavers e Joseph [2] que estabelece uma rela¢ao de proporciona-
lidade entre o salto na componente tangencial do campo de velocidades em um ponto da
interface e a tensao cisalhante neste mesmo ponto. Neste caso, uma condicao de contorno
que permita a descontinuidade da componente tangencial do campo de velocidade deve
ser adotada. Dessa forma, Saffman [23] apresentou uma justificativa tedrica para esta
condi¢ao de contorno empirica, dando origem a lei de Beavers-Joseph-Saffman.

Dentre os métodos propostos para o problema acoplado, um dos primeiros estudos
numéricos envolvendo o acoplamento das equagoes de Stokes e de Darcy pode ser encon-
trado em [24], onde espagos de elementos finitos estéveis sao empregados para a solugdo
das equacoes de Stokes-Darcy e Stokes-Brinkman. Outros exemplos de métodos estaveis
que foram desenvolvidos utilizando um método iterativo e posteriormente associados a
uma técnica de decomposi¢ao de dominio podem ser encontrados em [10, 11, 12, 9] e os
que a restrigao na interface é imposta via multiplicadores de Lagrange em [19, 15, 16].

Diferentemente dos métodos anteriores, Correa et al [7, 8] desenvolveram um método
direto aplicavel a malhas regulares de elementos quadrilaterais onde as restricoes da inter-
face ligadas as descontinuidades da pressao e da componente tangencial da velocidade sao
adequadamente incorporadas a formulacao e a continuidade do fluxo é imposta fortemente
nos espacos de elementos finitos conduzindo a um problema em todo o dominio com a
mesma estrutura de um problema continuo, podendo ser montado e resolvido utilizando
as estratégias usuais de elementos finitos lagrangianos continuos.

Além das formulacoes cléssicas de elementos finitos, nas tultimas décadas métodos
de Galerkin descontinuos (DG) tém sido propostos para a resolu¢do dos problemas de
Stokes, Darcy e Stokes-Darcy acoplado [5, 3, 22, 21]. Em particular, para o problema
acoplado, métodos localmente conservativos derivados a partir dos métodos de Galerkin
descontinuo sao introduzidos por [20]. Contudo, apesar das vantagens oferecidas pelos
métodos DG, devido a sua complexidade de formulacao, implementacgao computacional
e elevado nimero de graus de liberdade, principalmente em casos de alta ordem, hi-
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bridizacoes para os métodos DG foram propostos para outros problemas com o intuito
de derivar novos métodos de elementos finitos com melhorada estabilidade e reduzido
custo computacional mas preservando ainda a robustez e flexibilidade dos métodos DG
[6, 13, 1, 14] nos levando a aplicar esta metodologia em nosso problema de interesse.

Neste contexto, este trabalho tem por objetivo introduzir um novo método misto
hibrido estabilizado para o escoamento acoplado de Stokes-Darcy onde as condigoes de
interface sao impostas naturalmente via multiplicadores de Lagrange a partir dos métodos
hibridos desenvolvidos para os escoamentos de Stokes em [17] e de Darcy em [18]. Para
tanto, no fluido livre optamos pelo método SH2M e no meio poroso o método SDHMu.
Esta escolha se mostrou mais adequada para o acoplamento, pois ambos os métodos sao
identificados por multiplicadores associados ao campo de velocidade. Dessa forma, as
condigoes de interface que conectam os dois regimes sao impostas naturalmente dando
origem a um sistema global em funcao apenas dos multiplicadores. O método gerado,
o qual denominamos SHSD, é capaz de simular problemas em meios porosos vugulares
ou fraturados onde os vaos sao modelados pelo problema de Stokes e a matriz porosa,
governado pelo problema de Darcy.

2 CONCEITOS BASICOS

Dado o dominio limitado ©Q € R?, d > 1, com contorno lipschitziano I' = 95, apresentamos
L2(Q2) = H°(R2) como o espago das fungoes quadrado integraveis em 2, com norma dada
por || ¢ o=l ¢ ll2y= ([, ¢* dz)">. H(Q) = {q € L*(Q), Vq € [L}(Q)]"}, com norma
e seminorma definidas, respectivamente, como || ¢ [[i=[ ¢ [lfny=Il ¢ I5 + | Va [l e
| ¢ 3=| ¢q |H1 o=l Va |2. H}(Q) é o subespago de fungoes em H'(Q) com trago nulo
sobre 9 e o subespago L3(€2) de fungoes em L?(2) com média nula em Q. Além disso,
definimos o espaco H(div,Q) = H(div) = {v € [L*(Q)]%,divv € L*(Q)}, munido da
norma || v ||y =l v 5 + || div v [[§ e Ho(div,Q2) = {v € H(div) : v- n = 0 sobre 99},
onde n denota o vetor normal unitario exterior a ).

Para um espago de fungdes V (2), denotamos [V (2)]¢ e [V (€)]9*? como os campos ve-
toriais e tensoriais cujas componentes pertencem a V' (€)), respectivamente. Estes espagos
sao equipados com a norma usual do produto, a qual, por simplicidade, é denotada por
| - v Restrigindo o dominio Q ao caso bidimensional (d = 2), definimos o escalar
g € R, os vetores v,w € R? e os tensores A,B € R2*? para apresentar os seguintes
operadores:

ov; 0y
. dv; Oy vy  Ovy 0r; 09
divv = <8_xl + 8_1‘2) ; rotv = ((‘3—1:1 — a—@) : Vv = Dvy Oy |
Oz, Oy
¢ 2
vq:(@ @) - (divA); Z@A A:B=> AyB;
Oxy Oxy ) i ' R

i,j=1 ,5=1
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Seja T, uma parti¢ao regular de elementos finitos definida como 7, = { K} := a unido
de todos os elementos K no dominio €. Para as arestas e dos elementos K definimos os
seguintes conjuntos: &, = {e; e é uma aresta de K para todo K € T} que denota o con-
junto de todas as arestas e de todos os elementos K, £ = {e € &;; e é uma aresta interior}
é o conjunto das arestas interiores, e £2 = &£, N 0N o conjunto de arestas do bordo de €.

Para os casos onde () é subdivido em subdominios §2; com contorno suave 0€); e I'; =
002 N 092, temos para cada subdominio a seguinte particao regular de elementos finitos

L ={K € T, N Q;} e os seguintes conjuntos de arestas £, = {e; e é uma aresta de K
para todo K € T}, €7 = & NTy, £ = {e € & e é uma aresta interior de €} e
E7 = £ N0Q;. Este iltimo caso denota as arestas que compdem a interface entre os
subdominios, onde ¢ e j representam os subdominios adjacentes.

Assumindo o dominio €2 como um poligono e 7}, uma particao regular de €2, existe um
¢ > 0tal que h < ch,, onde h, é o diametro da aresta e € 0K e h, o parametro de malha, é
o diametro maximo do elemento. Para cada aresta e associamos um vetor unitario normal
n, e para cada elemento K associamos um vetor unitario normal ng e um vetor unitéario
tangente tg.

Para introduzir os métodos hibridos, definimos os seguintes espagos de dimensao finita
sobre a particao de Ty

VE = {veL*Q);vilx € [SKK)], VK € T}, (1)
9, = {q€L*(Q);qlx € SiI(K), VK € Tp}, (2)

e sobre as arestas e € &,

M = {pe L&) ple=[pmle)]?, Ve €&, pl.=0, Ve € £}, (3)
Wit = {peL?&): ple=[pn(e)] Ve €&, ple-n. =0, Ve € &}, (4)

onde Si(K) = P(K), denota o espago de fungoes polinomiais de grau k associado com
elementos triangulares e Si(K) = Qi(K), o espago de fungdes polinomiais de grau k
associado a elementos quadrilaterais.

3 PROBLEMA MODELO

Seja o dominio 2 C R? subdividido em dois subdominios Qg e Qp relativos ao fluido
livre e ao meio poroso, respectivamente, com interface suave 0€). Sobre o dominio g
com vetor unitario normal externo ng ocorre o escoamento lento de um fluido newtoniano
governado pelas equacoes de Stokes, enquanto que o subdominio €2, com vetor unitario
normal externo np é representado por um meio poroso rigido saturado pelo mesmo fluido
e modelado pela lei de Darcy. I'sp denota uma interface suave que separa os subdominios,
e sobre I'sp, definimos o vetor unitario tangente t. Além disso, seja I' = I's UT'p onde
[, =00\ T'sp, comi=.S5,D. A Figura 1 representa um esquema do dominio descrito.

Denotando u; = ulg, € p; = plg,, com i = S, D, sobre a interface I'sp podemos
prescrever as seguintes condicoes:



Tury Igreja, Abimael F. D. Loula e Cristiane O. Faria

Q Stokes

Figura 1: Dominio do problema modelo para o escoamento acoplado Stokes-Darcy.

e conservacao de massa: consequéncia da incompressibilidade de ambos os fluidos,

expressada pela continuidade do fluxo normal, ou seja

Uug-ng—+up-np =0.

o cquilibrio das for¢cas normais a interface, definida como
Ts-Ng+7Tp-np =0,
onde 7; denota o vetor de tracao, dado por
7, = T)n;.
Para o subdominio Q2g, temos
Tgs = —psl +2pD(us),
e para o meio poroso
Tp = —pplL
Direto de (8) e (9) podemos reescrever (6), como segue

ps — 2uD(us) ng - ng = pp.

()

(9)

(10)

A relacao acima mostra que, para escoamentos gerais, o campo de pressao é des-

continuo sobre a interface I'gp.
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e Finalmente, a terceira condicao é uma extensao da condicao de Beavers e Joseph,
como em [19], admitindo que o salto entre as componentes do campo de velocidades
tangenciais a interface é proporcional a tensao cisalhante, ou seja,

k(x)
( S D) Lo S ) ( )
ou,

k) b fug)ns - t. (12)

(us —up)-t=-2

Neste caso, a condicao de interface de Beavers-Joseph-Saffman pode ser escrita como

k(x)

Ug - t=-2 D(ug) g - t. (13)

As condigbes de contorno (12) e (13) substituem o equilibrio das forcas cisalhantes,
necessario para que o escoamento do fluido livre esteja bem determinado. Como o
escoamento de Darcy nao transmite cisalhamento, devemos levar em consideracao
que a interface representa uma regiao ficticia na qual a camada limite esta inserida
[7].

Desta forma, para os modelos isolados para o escoamento do fluido livre e o meio
poroso, respectivamente, em conjunto com as condigcoes de interface desenvolvidas acima,
escrevemos o problema modelo para o escoamento de Stokes-Darcy acoplado como segue

Dada a viscosidade i, a permeabilidade do meio poroso k(x), as funcoes £, f, ug e g,
encontrar a pressao no fluido ps : Qs — R, a pressao no poro pp : Qp — R, a velocidade
do fluido ug : Qg — R? e a velocidade de Darcy up : Qp — R2, tais que

—2pdivD(ug) + Vpg = f em Qg (14)
div Ug — 0 e QS (15)
k
up = —ﬁVpD em (p (16)
divup = f em €p (17)
suplementado pelas condicoes de contorno
Ug = ﬁg sobre FS (18)
up -np =g sobre I'p (19)
e condigoes de interface
us-ng+up-np=20 sobre I'sp (20)
ps — 2uD(ug)ng - ng = pp sobre I'sp (21)
k
(us — llD) -t =— ﬂD(uS) ng - t sobre FSD (22)
o
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ou

uS't:—2

k
ﬂD(ug) ng -t sobre I'sp (23)
a

onde k(x) ¢é o tensor de permeabilidade do meio dependente da posicdo x e D(u) =
5 (Vu + VuT) denota o tensor taxa de deformacao.

O problema em questao é analisado de forma detalhada por [19], onde a existéncia e
a unicidade de solucao, utilizando a condicao de interface de Beavers-Joseph-Saffman, é
demonstrada.

4 METODO HIBRIDO PARA O PROBLEMA ACOPLADO

Diferentemente dos métodos numéricos que empregam multiplicadores de Lagrange ape-
nas na interface fluido livre/meio poroso para resolver o problema acoplado [19, 15, 16],
neste trabalho os multiplicadores sao adotados em todo o dominio do problema. E por
consequencia, as condicoes sobre a interface sao impostas naturalmente, dando origem a
uma formulagao robusta e estavel, capaz de simular problemas em meios porosos vugula-
res onde os vaos sao modelados pelas equacoes de Stokes e no dominio de Darcy capturar
heterogeneidades. Além de apresentar baixo custo computacional devido ao fato do pro-
blema global envolver somente os graus de liberdade do multiplicador que esta associado
ao traco do campo de velocidade. Neste contexto, vamos apresentar um novo método de
elementos finitos hibrido para o acoplamento dos escoamentos de Stokes e Darcy através
das condigoes de interface (20), (21) e de Beavers e Joseph (22) ou de Beavers-Joseph-
Saffman (23), utilizando no dominio do fluido livre a formulacgao SH2M [17] e no meio
poroso a formulagago SDHMu [18] resultando no método que chamaremos de SHSD. Como
veremos, a formulagao SHSD é simétrica quando empregamos as condi¢oes de interface
de Beavers-Joseph-Saffman e nao-simétrica quando optamos pelas condicoes de Beavers
e Joseph.

4.1 Formulacao Hibrida Estabilizada SHSD

Para introduzir o método SHSD com condigoes de interface (20), (21) e de Beavers e
Joseph (22) ou de Beavers-Joseph-Saffman (23), recordamos o método SH2M [17] para
o subdominio de Stokes {2g definido nos elementos K € T,° e sobre as arestas 0K &
EX\ EPP . com multiplicador de Lagrange Ag identificado como o traco das componentes
da velocidade ug : Ag = ugle, dado por

Agman (05, 07 N1 Vi, ans 185]) = Fspane (Vi) (24)
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onde

ASH2M([uhaph7>\h] [Vh;Qh7Nh,]) Z {/ Q,MD(HE) : D(vy) dx
KeT? K

/ div ug g, dx — / ph divv, dx — / 2uD (W) ng - (v, — pf))ds
K OK\T'sp

/ 2uD (Vi) g - (up — A7) ds +/ i (Va — 1) - ng ds
8K\FSD 8K\FSD

¥ an = XD meds 455 [l XD (v s
BK\FSD aK\FSD
Fsman (V) Z / f-vydx.
KeTS

O método SDHMu [18] no subdominio de Darcy Qp é definido nos elementos K € T,P
e sobre as arestas 0K € &P\ €77, onde o multiplicador também ¢ o trago do campo de
velocidade up : Ap = upl., expresso por

Asprara([0h, pF s AT Vi any 18]) = Fsprara([Va, an)), (25)
onde
ASDHMu([u}thuAh] [thqhap’h |:/ Auh Vth
KeTP
—/phD divvhdx—/divuthhdx+/ pP (vi, — up) - ngds
K K OK\I'sp

+/ qh<u£—xf>-nkds+55/ A(uP = NP) - (v — pP) ds
OK\I'sp OK\I'sp

+ 4 / K(Au? + Vp?) - (Avy, + V) dx
K

+ 0o / Adivuf div vy, dx + (53/ k rot(Au}) rot(Avy,) dx] :
K K

Fsprava([Vh, an]) = Z [—52/ Af divvhdx—i—/ fqhdx].

KeTP

Sobre as arestas e € £ que compoem a interface I'sp, temos para o subdominio de
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Stokes

) [‘ /rsp 2D (w)) g - (v, — py,)ds —/ 2uD(vy) ng - (uf — AS)ds

KeTs Tsp

+/ pf(vh—uh)‘nstJr/ Qh(uf—Af) ‘ngds
I'sp Isp

0 [ A e uh>ds} , (26)

e para o subdominio de Darcy

S [ b mnndst [ and - AD) np
I'sp

KeTP Tsp
A0 [ A AL (- s, @)
Tsp

Sobre as arestas interiores 5,?’3 e ES’D dos subdominios Qg e Qp, adotamos py = pP = .

Para conectar (26) com (27), necessitamos impor as condigoes de interface (20)-(22).
Para isso, inicialmente, aplicamos a identidade v = (v - n)n + (v - t)t nos dois primeiros
termos de (26) e reescrevemos os termos sobre a interface relativa ao subdominio de Stokes,
como segue

S | [ 0t wune n - ) neds + [ anluf - X nsds
I'sp

KeT?® I'sp

- / 2uD(u}) ng - t(vy, — py,) - tds — / 2uD(vy) ng - ng(uy — AY) - ngds
I'sp

Isp
— / 2uD(vy) ng - t(uf = )\f) -tds+ 55/ (u;f — )\g) (vp — pp)ds|.
T'sp T'sp

Descartando o termo de simetrizacao associado a componente tangencial do fluxo, optando
apenas pela componente normal do termo de estabilizacio multiplicado pelo parametro 32
e observando que a condicao de continuidade imposta pelo fluxo tangencial é incoerente,
podemos reformular o problema acima da seguinte forma

> [/ (ph — 2uD(uy) ng - ng)(vy — ) - ng ds +/ gn (uj; = A}) - ng ds
Isp

KeT$ Isp

- / 2uD(uf) ng - t(vy, - t) ds — / 2uD(vy) ng - ng(uy — A}) - ngds
Isp

Tsp

g8 / (uf — AS) - ns(vi — prp) - s ds] . (28)
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Perceba que o primeiro termo de (28) satisfaz a condi¢ao de equilibrio das for¢as normais
a interface (21), ja as condigoes (20) e de Beavers e Joseph (22) sdo impostas via res-
tricoes sobre o multiplicador de Lagrange nas arestas situadas na interface I'sp. Aqui,
apresentam-se na interface I'sp, dois multiplicadores que apesar de serem iguais por de-
finicdo possuem perfis totalmente diferentes nos subdominios de Stokes e Darcy, dessa
forma temos que eleger um deles de maneira que o multiplicador seja unicamente de-
terminado na fronteria I'gp. Para tanto, escolhemos o multiplicador Ap associado a
velocidade de Darcy e estabilizado pelo parametro 2. Por consequéncia desta escolha,
somente os termos da interface do fluido livre necessitam se adequar as condigoes sobre as
arestas que pertencem a I'sp. Assim, as condigoes de fronteria (28) devem ser adaptadas
a esta escolha, ou seja

Z [/ (ph — 2pD(u}) ng - n5)(vy, — py) - ng ds + / qn (), — )\5) ‘g ds
I'sp

KeT$ T'sp

- / 2uD(uy) ng - t(vy, - t) ds — / 2uD(vy) ng -ng(uy — ) -ngds
Isp

Tsp

00 [ E = A (v — ) s ds} , (20)

e também a condicao (22),

2/k(x)

Ayt ==
(us ) -

D(us)ng -t sobre I'gp. (30)

Desta forma, para impor na fronteira a condicao de Beavers e Joseph, isolamos o termo
do fluxo tangencial de (30)

D(LIS)I’IS-t:— (uS—)\D)-t

!
2/k(x)
e substituimos em (29), para obter
> [/ (ph — 21D (u}) ng - ng)(vh — py) - ng ds + / gn (w5, = A) - ng ds
KeTS I'sp I'sp

)\hD) . t(Vh . t) ds — / QMD(Vh) g - ng(uf — Af) . l’lgdS

Fsp

_HY s
" I'sp V/ k(X) (Uh
#00 [(f = A (v = ) s ds} . (31)

Observe que os termos de simetrizagao bem como o termo balizado pelo parametro 32
cumprem a condigao (20). Além disso, a condigdo de Beavers e Joseph é imposta na-
turalmente no problema através do multiplicador Ap. Os termos acima satisfazem as

10
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condigbes de interface (20)-(22) do acoplamento entre as formulagoes para o problema de
Stokes (24) e para o problema de Darcy (25).

Finalmente, de posse das condigoes (31) que tem o papel de conectar as formulagoes
para o fluido livre e o meio poroso, podemos formular um método misto hibrido para o
acoplamento Stokes-Darcy a partir dos métodos SH2M e SDHMu. De forma simplificada,
basta unir as formas bilineares Aggon (-, ) € Aspuau(+,-) com os respectivos termos de
fonte Fspon(-) € Fspumu(:) € 0s termos que acoplam o sistema sobre a interface I'sp
relativa ao subdominio de Stokes (31), dando origem ao seguinte método, denominado
SHSD

Encontrar [ul, pi] € VE(Q;) x QL (), com i =S, D, e os multiplicadores de Lagrange
A€ MIP(ES) e AP € WIM(EP) tal que, para todo [vi, qn) € VE(Q) x QL(Q) e [uf, uP] €
My (E5) < Wi (el

ASHSD([UE; ugapsvpfa )‘57 )‘5]7 [Vha qh, l'l'gu “}ZL)]) = FSHSD([VfH Qh])7 (32>
com

ASHSD([U57 uhD7pgaphD7 Aga AhD]? [Vh7 qh, M§> u’hD]) -

ASHQM([H£7PE7 Af,,]? [Vha qh, IJ’E]) + ASDHMU([uhDaphD) AhD]a [Vh7 qh, y’hD])

+ > [/FSD(pf—MD(HE) ng - ng)(vy — p,) - ngds

KeT?®
+ / (gn — 2uD(vy) ng - ng)(u; — X)) -ngds
Isp

1"

S \D
At

60 [l = AD) msv— ) nsds (33)

Fsusp([Vh, qn)) = Fsuane (Vi) + Fspraru([Vas qn])- (34)

Supondo condigoes de Beavers-Joseph-Saffman sobre ['sp, podemos reescrever a forma
bilinear Asgsp(+,-) do método proposto acima substituindo o termo

/FSD ‘l‘{(z‘x) (0 — AP - t(vy, - t) ds

pelo termo que corresponde as condigdes (23)

— S
/F s 0 ds

11
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Note que a formulacao SHSD perdeu a simetria dos métodos SH2M e SDHMu devido
a introdugao na interface dos subdominios do termo que impoe a condicao de Beavers e
Joseph. Por outro lado, quando resolvemos o método SHSD com condi¢oes de Beavers-
Joseph-Saffman, tornamos a formulacao simétrica.

O método em questao nao se restringe a resolucao de um problema com apenas uma
interface que separa os regimes de Stokes e de Darcy. Esta formulacao pode ser extendida
para um dominio onde ha diversas interfaces entre o fluido livre e o meio poroso. Basta que
sobre as interfaces sejam adotados os mesmos critérios descritos acima, onde as condigoes
sao impostas naturalmente via multiplicadores de Lagrange.

A metodologia empregada para resolucao da formulacao SHSD é a mesma que foi usada
em [17, 18]. Inicialmente, todos os graus de liberdade relacionados com as varidveis sao
condensados (utilizando a técnica de condensagao estética) e um sistema global para os
multiplicadores de Lagrange é obtido. Apds a obtencao dos valores dos multiplicadores,
os campos de velocidade e de pressao sao obtidos em nivel de elemento.

5 RESULTADOS NUMERICOS

Buscando aferir qualitativamente as caracteristicas do método hibrido SHSD proposto
para a resolucao do escoamento acoplado Stokes-Darcy, reproduzimos numericamente o
experimento realizado em laaboratério por Beavers e Joseph [2], utilizado para estabelecer
a condigao de interface (22). O experimento consiste no escoamento acoplado de um
fluido viscoso newtoniano com um meio poroso saturado, gerado por um gradiente de
pressao uniforme. Como se trata de um exemplo meramente ilustrativo, omitiremos as
unidades das variaveis. O dominio é composto por um meio poroso isotrépico e homogéneo
definido sobre um subdominio (0,0;1,0) x (0,0;0,5) e por um canal, limitado por uma
placa impermedvel e o meio poroso, definido sobre o subdominio (0,0;1,0)x(0,5;1,0). A
interface I'sp ¢ a linha y = 0,5. Na interface esquerda, prescrevemos a pressao inicial
pi = 1,0 e na extremidade direita a pressao final py = 0,0. Sobre a placa superior,
indicada pela linha y = 1,0, é prescrita a condi¢ao de nao-deslizamento u = 0 e no bordo
inferior (y = 0,0) do meio poroso ¢ considerada a condigdo de fluxo nulo u-n = 0. A
Figura 2 d4 uma idéia do problema descrito acima. O problema em questao apresenta
solugao analitica dada por

Yy o«
0

Ug =

no subdominio de Stokes, com

20k +Vk
2

1
Uy = —
’ Wk +a

12
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Z Z
FLUIDO >
> i
P, - - B
| i
>  MEIO POROSO |
ﬁ 3
| i
2 > 7

Figura 2: Perfil do experimento de Beavers e Joseph.

wp = {k(ﬂ B (36)

no meio poroso. Nas simulagoes numéricas adotamos malhas de 16 x 16 elementos quadri-
laterais no espago polinomial Q;Q; — p; e fixamos a viscosidade p = 1,0, a regularizacao
e = 10719 e para os parametros de estabilizacio, 35 = 12 e B2 = 1, respectivamente.

A Figura 3(a) exibe o perfil da solugao aproximada da componente = da velocidade
adotando os parametros a = 107! e k = 1072 e ao lado, na Figura 3(b), a projecao da
soluc@o no plano XY é comparada com a solugao exata (35)-(36) do experimento descrito
acima. Como a solucao analitica é constante no meio poroso e parabdlica no canal, a
aproximacao pelo método hibrido praticamente coincide com a solugao exata.

A Figura 4 apresenta os resultados para o = 1,0 e k = 1072. O estudo mostra que
o aumento do parametro a diminiu o salto da velocidade na interface fluido livre/meio
poroso. Por fim, a escolha dos parametros o = 1,0 e k = 10~7 dao origem aos resultados
que podem ser vistos na Figura 5. Neste caso, o meio poroso pode ser assumido como
impermeavel e a condi¢ao de nao-deslizamento é recuperada na interface. Nos exemplos
apresentados observamos que o campo de pressao independe dos parametros a e k e o
perfil da solugao aproximada para a pressao é mostrado na Figura 6.

6 CONCLUSAO

Neste trabalho, propomos uma nova formulagao de elementos finitos hibrida estabilizada
para o problema acoplado de Stokes-Darcy combinando formulagoes hibridas ja propostas
para os problemas de Stokes e de Darcy. A continuidade entre os elementos em cada
meio é garantida com a introducao de multiplicadores de Lagrange sendo tomados como

13
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0.1

X

(a) Perfil da Velocidade aproximada

Ux

Projegao no Plano YZ
0.1 T T T T T T T

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(b) Comparacao Exatax Aproximada

Figura 3: Experimento de Beavers e Joseph: a = 107! e k = 1072,

(a) Perfil da Velocidade aproximada

Ux

Projegéo no Plano YZ
0.1 T T T T T T T

0.08 - 4

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(b) Comparacao Exatax Aproximada

Figura 4: Experimento de Beavers e Joseph: v = 1,0 e k = 1072,
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Ux

0.1

0.08

(a) Perfil da Velocidade aproximada

Projegéo no Plano YZ

Exata
0.09 O Aproximada |

Ux
=4
o
&

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Y

(b) Comparacao Exatax Aproximada

Figura 5: Experimento de Beavers e Joseph: o =1,0 e k= 107",

Figura 6: Perfil da Pressao aproximada.
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o trago do campo da velocidade. E na interface entre os meios, a condicao de Beavers-
Joseph ¢é imposta naturalmente. O método ¢ facilmente implementado usando a mesma
estrutura de dados empregada nos métodos de elementos finitos de Galerkin continuo,
permitindo diferentes graus de interpolagao polinomial para as variaveis locais e para o
multiplicador favorecendo uma maior flexibilidade e uma maior precisao. Para validacao
do método SHSD, o experimento de Beavers-Joseph foi reproduzido numericamente e a
solucao aproximada obtida captura exatamente o perfil da solucao exata.
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