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Resumo. Utiliza-se uma formulacéo recente da Teoria Generalizada de Vigas (GBT) para
realizar analises lineares de estabilidade de barras de parede fina que (i) exibem sec¢des
transversais arbitrarias (com paredes retas), ou seja, combinacdes de células fechadas e ramos
abertos, e (ii) sdo atuadas por cargas gerais, incluindo cargas transversais aplicadas fora do
eixo dos centros de corte. A formulacdo acima referida, que é brevemente descrita na primeira
parte do artigo, é utilizada para analisar o comportamento de encurvadura de duas vigas de
seccao fechada que consistem em (i) uma viga-consola com secc¢do retangular vazada (RHS)
sujeita a uma forga transversal na extremidade e (ii) uma viga em | com banzos celulares (CIS)
simplesmente apoiada e submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida. Em
ambos 0s casos, as cargas sao aplicadas tanto ao nivel do eixo dos centros de corte como de
eixos paralelos a este, situados nas partes superior € inferior da viga. Os resultados apresentados e
discutidos — que consistem em campos de tensdes de pré-encurvadura, curvas de encurvadura
(P, — L) e representacdes 3D dos modos criticos de instabilidade — séo obtidos por meio do
programa de célculo automatico recem-lancado GeTuL 2.0 e validados por meio de modelos
de elementos finitos de casca analisados no programa ANSYs.
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1. INTRODUCTION

A avaliacgdo da eficiéncia estrutural de barras de parede fina requer habitualmente a avaliagéo
do seu comportamento de estabilidade linear, uma tarefa que envolve determinar os modos de
encurvadura relevantes e as cargas de bifurcacdo/tensdes associadas. No entanto, a dificuldade
em realizar esta tarefa tende a aumentar com (i) a complexidade da geometria da secc¢éo e (ii) a
esbelteza das suas paredes, condi¢Bes que proporcionam fendmenos de encurvadura envolvendo
combinag6es de modos de deformacéo local, distorcional, de corte e de extensdo transversal
das paredes — em barras cujas sec¢des transversais contenham células fechadas, é também sabido
que a torcdo implica tensdes tangenciais associadas a presenca de fluxos de corte (e.g., [1]).

A Teoria Generalizada de Vigas (GBT?) é uma teoria de barras de parede fina que leva em conta
0s varios tipos de deformacdo mencionados no paragrafo anterior — assim, esta técnica constitui
uma alternativa eficiente a métodos mais disseminados, como o dos elementos finitos de casca
(SFEM) ou o das faixas finitas restrito (cFSM). Originalmente proposta por Schardt [2], a GBT
tem vindo a ser consideravelmente desenvolvida na Gltima década, principalmente devido aos
esforcos de investigacdo levados a cabo no Instituto Superior Técnico (e.g., [3-4]), onde tem
sido empregue no contexto da uma ampla variedade de problemas estruturais, designadamente
em analises (i) linear, (ii) de encurvadura, (iii) de vibracdo, (iv) de pds-encurvadura e (v) de
resposta dinamica de barras e sistemas estruturais de parede fina, nomeadamente trelicas e
porticos. A principal vantagem, e caracteristica distintiva, da GBT reside no fato de a configuracédo
deformada da barra (e.g., um modo de encurvadura) ser expressa através de uma combinacgao
linear de contribuicdes de modos de deformacéo da seccdo, cada qual com um determinado
significado estrutural relevante. Cada "contribuig&o™ consiste em um produto que envolve (i)
uma funcdo de forma definida ao longo da linha média da seccdo transversal (que define o
referido modo de deformacéo) e (ii) a correspondente fungdo da amplitude longitudinal, que
quantifica a variacdo da sua amplitude ao longo do comprimento. Os procedimentos para a
determinacdo das funcdes de forma e de amplitude acima referidas sdo designados por analise
da seccdo e andlise da barra, respetivamente. Finalmente, note-se que a GBT mantém a
simplicidade das teorias unidimensionais, enquanto exibe capacidades equiparaveis ao SFEM.

Recentemente, Basaglia & Camotim [5] alargaram significativamente o dominio de aplicacdo
da GBT no contexto de andlises de encurvadura, por via do desenvolvimento, aplicacdo
numérica e validacdo de uma formulacdo capaz de analisar barras sujeitas a cargas arbitrarias
—incluindo, com particular interesse, cargas transversais que atuam fora do eixo dos centros de
corte da barra. No entanto, a formulacéo anterior foi desenvolvida e validada exclusivamente
no contexto de barras com seccdo aberta, ou seja, ndo é aplicavel a barras com sec¢édo
transversal contendo células fechadas. Por outro lado, e mais recentemente, foi desenvolvido
um novo procedimento de andlise da sec¢do capaz de lidar com sec¢des genéricas (abertas ou
fechadas) [6-7]>.

! Sigla da designagdo anglo-saxénica “Generalised Beam Theory”.

2 Vale a pena notar que um outro procedimento capaz de lidar com secgBes transversais arbitrarias ja estava
disponivel anteriormente [8]. Esse procedimento, no entanto, para além de ndo ser de facil automatizacéo,
envolvia uma classificacao e hierarquizacéo diferente dos modos de deformacao obtidos.
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Assim, o0 objetivo deste trabalho consiste em expandir o &mbito de aplicacdo da formulacédo da
GBT desenvolvida por Basaglia & Camotim [5] a barras com seccdes transversais contendo
células fechadas, e aplicar/validar essa técnica no contexto de exemplos concretos. Vale a pena
notar que a principal caracteristica especifica das barras com secgdo fechada reside na possivel
necessidade de se incluir nas analises modos de deformacao que envolvam fluxos de corte nas
células (por exemplo, para captar adequadamente o comportamento torsional da barra). Os
resultados de GBT apresentados e discutidos neste trabalho foram obtidos através do codigo
GBTUL 2.0, 0 qual foi desenvolvido no Instituto Superior Técnico e foi recentemente
disponibilizado on-line como freeware [9-10]. Estes resultados dizem respeito a duas vigas de
seccdo fechada que consistem em (i) uma viga-consola com seccdo retangular vazada (RHS)
sujeita a uma forca transversal na extremidade e (ii) uma viga em | com banzos celulares (CIS)
simplesmente apoiada e submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida. Em
ambos 0s casos, as cargas sdo aplicadas tanto ao nivel do eixo dos centros de corte como de
eixos paralelos a este, situados nas partes superior e inferior da viga. Os resultados apresentados e
discutidos — que consistem em campos de tensdes de pré-encurvadura, curvas de encurvadura
(P, — L) e representacGes 3D dos modos criticos de instabilidade. Além disso, para fins de
validacao, alguns dos resultados da GBT sdo comparados com o0s valores obtidos por meio de
simulacBes de elementos finitos de casca realizadas no codigo comercial ANsYs [11].

2. BREVE INTRODUCAO A TEORIA GENERALIZADA DE VIGAS (GBT)

Conforme acima mencionado, a GBT é uma teoria de barras unidimensional que expressa e
discretiza a configuracdo deformada da barra como uma combinacdo linear de modos de
deformacgédo da secgdo multiplicados pelas respetivas fungbes de amplitude modal. Nesta
seccdo, é feita uma apresentacdo breve da GBT — na literatura poderdo ser encontradas
descricdes mais detalhadas (e.g., [3-4]).

Considere-se a barra de parede fina prismatica com secc¢do transversal (supostamente arbitraria)
representada na fig. 1(a), onde se adota em cada parede o sistema de coordenadas local x — s —
z como mostrado na Fig. 1(b). Segundo a GBT, as componentes axial (u), transversal (v) e
normal (z) do campo de deslocamentos do plano médio de cada parede — u(x,s), v(x,s) e
w(x, s) — sdo dadas por

u(x,s) = u($) @ (x) v(x,5) = vi(s) @ (x) w(x,s) = wi(s)pe(x) , (1)

onde (i) uy (s), v (s) e wi (s) sdo as funcdes, definidas na linha media, que representam o modo de
deformagéo da secgéo k (ou “0 modo k da GBT”) (ii) ¢ (x) ou ¢y ,(x) € a fungdo de amplitude
que descreve a sua variagdo ao longo do comprimento da barra, e (iii) 1 < k < N4, em que Ny
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ds
s(v) F———4;
Pl dx
(b)
WA 2w

Figura 1. (a) Barra de parede fina prismatica com seccao transversal arbitraria e sistema de coordenadas global, e
(b) elemento de parede infinitesimal com o seu sistema de coordenadas locais e componentes de deslocamento.

€ 0 numero total de modos de deformacéo. Assim, a configuracdo deformada da barra pode ser
expressa como a soma das contribuicdes dos N; modos de deformacdo — a contribui¢do do
modo k consiste no produto das suas fungdes da linha média pela correspondente funcéo de
amplitude. Alternativamente, (1) pode ser escrita em forma matricial como

u=u"@, v=vlie w=wlg , (2)

em que (i) u, v e w séo vetores que contém as fungdes u, (s), v, (s) e wi(s), respetivamente, e (ii)
@ é um vetor que contém as correspondentes funcGes de amplitude longitudinal ¢, (x). A
energia de deformacédo elastica da barra U é dada por (V é o volume da barra)

1
U= ;fV O'ijsijdV , (3)

onde g;; € €;; S0 as varias componentes de tensdo e de deformagéo consideradas — em consequéncia
de se adotar a hipotese de Kirchhoff-Love, resulta um estado plano de tensdo nas paredes da
barra, cujas componentes sdo g,,, 0ss € T,s. POr outro lado, usando a Eq. (2) e considerando o
tensor das deformag0es linear de Cauchy e a lei constitutiva de Hooke ([11]), a Eq. (3) pode ser
expressa na forma

1
U=_[, (0%xCPrx + @D@, + @B + @7 EQ + @"E"¢p . )dx . (4

onde L é o comprimento da barra e C, B, D e E sdo as matrizes de rigidez linear (N; X N,;),
associadas as varias propriedades mecanicas da seccao, nomeadamente (i) warping primario/
secundario, (ii) extensdo/flexdo transversal, (iii) distorcdo/torcdo de placa (iv) efeitos de
Poisson de membrana/flexao, respetivamente — as expressdes analiticas das suas componentes
sdo dadas no Anexo A.

O primeiro passo de uma andlise estrutural baseada na GBT consiste na determinacdo dos
modos de deformacdo da seccdo (as fungdes u(s), vi(s) e wi(s)) e as correspondentes
propriedades mecanicas (as componentes Cix, Bk, Dix € Eix), 0 que é feito por via de um
procedimento sisteméatico designado por Anéalise da Seccdo. Neste trabalho, utiliza-se uma
versdo recentemente desenvolvida deste procedimento [6-7], aplicavel a sec¢des de parede fina
arbitrarias. A primeira etapa consiste em especificar uma discretizacdo nodal da sec¢do
transversal e determinar, automatica e sistematicamente, os N; modos de deformacdo que
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podem ser agrupados em trés familias principais: (i) os modos de Vlasov (para 0s quais y,s =
&s = 0), (ii) 0s modos de corte (para 0s quais y,s # 0; &5 = 0) e (iii) 0s modos de extenséo
transversal (para os quais &5 # 0) — sendo que todos eles podem ser divididos em varias
subfamilias [7]3. Apds a obtencdo dos modos, é possivel (facultativo) selecionar qualquer
subconjunto de n; modos de deformacdo (1 <ny; < N,) para serem incluidos na restante
analise, reduzindo-se assim o numero de graus de liberdade envolvidos.

Depois de conhecer os modos de deformacéo da secgéo transversal e as propriedades mecanicas
modais, torna-se possivel realizar a Andalise da Barra, que fornece a solucdo do problema de
valores e funcBes proprias que traduz o equilibrio adjacente: cargas/momentos criticos (valores
proprios) e os modos de vibragao associados (fungdes proprias), definidos em termos de ¢, (x).
Sempre que a carga — ou, mais precisamente, o campo de tensdes atuantes — for relativamente
simples, torna-se facil determinar os termos de rigidez geométrica necessarios para realizar uma
analise de encurvadura (e.g., [12]). No entanto, para carregamentos mais gerais/complexos (por
exemplo, cargas transversais atuando longe do eixo dos centros de corte) tal abordagem néo €
viavel — em vez disso, € indispensavel quantificar as tensdes atuantes rigorosamente, por meio
de uma analise linear de pré-encurvadura preliminar.

2.1. Andlise de Pré-Encurvadura

As equacBes de equilibrio de primeira ordem podem ser estabelecidas por vi do Principio da
Estacionariedade da Energia Potencial, i.e.,

SU+M) =0 . (5)

onde I1 € o potencial das cargas aplicadas. A fim de definir este potencial, seja Q; uma carga
genérica consistindo em cargas distribuidas de superficie aplicadas sobre o plano médio de uma
parede e atuando ao longo da direcdo s — nestas condicdes, a carga pode ser expressa sob a forma

Qs(x,5) = q5(s)p(x) . (6)

em que q,(s) descreve o perfil do carregamento ao longo da linha media da seccéo e ¢(x) € a
correspondente fungdo de amplitude longitudinal. Assim, o potencial das cargas aplicadas vem

n=-—[f, qspvdsdx , (1)

onde M é o dominio do plano médio da barra. Introduzindo (2) em (7) e integrando ao longo da
linha média da sec¢éo S, chega-se a

=~/ @ "qpdx . (8)

onde as componentes do tensor de primeira ordem q séo for¢as modais generalizadas, dadas por

3 Obviamente, o nlimero, a natureza e a qualidade dos modos de deformacéo obtidos dependem da discretizacdo
nodal da seccdo, a qual envolve (i) n6s internos naturais, (ii) nds exteriores naturais e (iii) nés intermédios
(definido pelo utilizador) [7].
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q = Jg qsvids . (9)

A Figura 2 apresenta dois exemplos de perfis de carregamento da secgao transversal g (s), consistindo
em cargas atuando transversalmente a alma de uma seccdo em C (horizontal): (i) uma carga
uniformemente distribuida p (Fig. 2(a)) e (ii) uma forga concentrada P (Fig. 2(b)) — H(s) e &(s)
representam as funcdes de Heaviside e delta de Dirac). Finalmente, introduzindo (4) e (8) em (5), chega-
se a forma fraca da condicao de equilibrio de primeira ordem, ou seja

J, (6@%:C@ .y + 5@ D@, + 5@ B + 5@ E@ + 5@"E"@ ., — 59T qp)dx = 0. (10)

=== () =plHG—5)—H(s — )]
@ |5 g *
q; = pf_ vids
e
3 qs(s) = P6(s —3)

(b) L
— q; = Pv;(5)

Figura 2. Perfis de carregamento da secgo: cargas transversais (a) distribuida e (b) concentrada (alma de seccdo em C).

Se q representa a carga aplicada, pode-se entdo realizar uma analise de pré-encurvadura geral por
via de (10) — a sua solugdo ¢° (vetor cujas componentes sdo as funcdes de amplitude longitudinal,
(pj(-) (x)), define a configuracdo deformada do estado linear de pré-encurvadura, dada por

u® = u’ @Y v? = vT? w? =wTl¢g® . (11)

Quanto as componentes de membrana das tensdes de pré-encurvadura, estas sao dadas por

E E
opx = 50 Q% + - vig° , (129)
E E
ol = — vi@® + ﬁuT(pgc , (12b)
7% = G(uL@? + v %) , (12¢)

onde E, G, v sdo o médulo de elasticidade, modulo de distorcao e coeficiente de Poisson do material.

Finalmente, note-se que sendo obviamente mais rigoroso incluir todos os N; modos de deformacéo
da GBT para expressar os campos de tensbes acima, & possivel considerar aqui apenas um

subconjunto desses modos (ng < N;) — o campo de tensBes de pré-encurvadura combina, assim,
apenas alguns padres especificos de tensdes.
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2.2. Analise de Encurvadura

Em andlises lineares de encurvadura, as equacdes de equilibrio podem igualmente ser expressas
segundo o Principio da Estacionariedade da Energia Potencial, que agora se expressa por

S(U+U%=0 , (13)

onde U° representa o trabalho realizado pelas tensdes de pré-encurvadura, definidas em (12a)-(12c),
nas componentes de deformacdo ndo-lineares (quadréticas). Assim, (13) pode expressar-se como [5]

/‘pgcxcq),xx +@%D@, +9"Bo + @ E@+ @"ET@ +\
| +A{@L[XP ) + X7 P00 @, +
+@"[X7 P 0l + X707 @ +

l[dx=0 , (14)
\ +@T[X o) ]@x + O%[X] 00, ] 0}

1
U:EIL

onde 1 < j < nY e as 4 linhas dentro do integral correspondem, respetivamente, a termos de (i)
rigidez linear (0os mesmos apresentados em (4)) e (ii) rigidez geométrica associados as tensdes de
pré-encurvadura oy, os € Tys. Por outro lado, 2 é o parametro de carga e X7, X7 %, X7SF,
X;™* e X§ sdo as matrizes de rigidez geométrica da seccdo associadas as componentes de tensdo? (i)
normais longitudinais (X; ™ e X;"XP), (if) normais transversais (X]f"SP e X7 ~*) e (iii) tangenciais
(Xj) — as suas expressdes analiticas sdo dadas no Anexo A. Note-se que as funcGes (p](-)(x)
(componentes de ¢?), que definem o estado de pré-encurvadura, ja sdo conhecidas neste ponto.

A andlise de encurvadura, i.e., 0 procedimento necessario para resolver (13), levando a
determinacdo de A e @(x), pode ser realizada (i) analiticamente, apenas para barras
simplesmente apoiadas submetidas a diagramas de esfor¢os constantes (a forma forte de (13)
constitui um sistema de equacdes diferenciais de equilibrio com solugfes exatas sinusoidais
para as funcbes ¢, (x)) ou (ii) ou numericamente. A solucdo numérica de (13), que pode ser
obtida para qualquer combinacdo de condicdes de carga e de suporte, envolve a discretizacéo
longitudinal da barra em elementos finitos de GBT — os graus de liberdade desses elementos sao
os valores e derivadas nodais das funcdes ¢, (x), aproximadas por meio de polinémios cubicos
Hermite ou Lagrange. Assim, o plano médio da barra é discretizado (i) longitudinalmente, em
elementos finitos de GBT, e (ii) transversalmente em "segmentos de parede" (trocos entre nds
consecutivos), de uma maneira semelhante a uma malha de elementos finitos bidimensionais.

4 Note-se que os termos X de referem a efeitos de Poisson.
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3. APLICACAO A VIGAS DE SECCAO FECHADA

A aplicacdo da formulacdo da GBT acima descrita para o caso de barras (vigas) com sec¢oes
contendo células fechadas € agora ilustrada, analisando-se o comportamento de encurvadura
das duas vigas seguintes: (i) uma viga-consola com seccdo retangular vazada (RHS®) sujeita a
duas forcas transversais na extremidade livre (Fig. 3 (a)) e (ii) uma viga em | com banzos em
caixdo (CIS) simplesmente apoiada e submetida a uma carga uniformemente distribuida (Fig.
3(b)). Em ambos os casos, as cargas sdo aplicadas quer ao nivel do eixo dos centros de corte
(Psc, psc) quer na parte superior (Prp, Prop) OU inferior (Pgoe, Dpot) da seccdo. Para cada caso,
sdo obtidas as curvas de encurvadura para uma ampla gama de comprimentos L: 100 < L <
10.000mm. Para fins de validacao, os resultados obtidos com GBT, através do cddigo GBTUL
2.0, sdo comparados com resultados do programa ANSYS.

PTap/Z‘l' a\Prop/2 _
Prop
Psc/ 2 VPs./2 N s,
(a) Pgoe/2 W/ Pgor/2 N/PBot (b)
N i
JRARAAAAZ|
—|L—|— 7

Figura 3. Exemplos ilustrativos: (a) cantoneira RHS atuada por duas cargas de extremidade e (b) viga CSI simplesmente
apoiada atuada por carga uniformemente distribuida as cargas podem atuar nas 3 posic6es indicadas.

3.1. Viga-Consola RHS sujeita a Cargas de Extremidade

As Figs. 4 (a)-(b) mostram a geometria da seccdo RHS bem como a discretizacdo nodal da GBT
adotada — o numero relativamente grande de nés intermédios considerados nas almas destina-
se a obter uma aproximacao adequada das variagdes de tenséo (designadamente de o) que ai
se desenvolvem, na vizinhanga dos pontos de aplicacdo da carga. A Figura 5 mostra as
configuracdes dos modos de deformacdo mais relevantes (de um total de N; = 60) obtidos com
a discretizacdo seccéo transversal mostrada na Fig. 4(b) — estes modos de deformacéo dividem-
se em (i) Convencionais (globais 1-3, distorcionais 5 e locais 6-11), (ii) de corte (tor¢do com
fluxo de corte 4, globais 22-24 e locais 25-34) e (iii) extensdo transversal (isotropico 41,
deviatorico 42 e distorcional 43-44) .

Figura 4. Seccdo retangular vazada (RHS): (a) geometria e (b) discretizacdo nodal.

5 “RHS” — Rectangular Hollow Section; “CIS” — Closed-flange 1-Section.
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Figura 5. Configurac6es dos modos de deformacdo mais relevantes da seccdo RHS.

A Figura 6 apresenta as curvas de encurvadura (P,,, — L) para as duas cargas de extremidade
atuando em 3 posic¢des diferentes (Fig. 3(a)): (i) parte superior da seccao (GBT — Top), (ii) nivel
do centro de corte (GBT — SC) e (iii) parte inferior da seccdo (GBT — Bottom) — a figura inclui
também os resultados do ANsYs, relativos as situacGes da carga atuando na parte superior
(ANSYs — Top) e inferior (ANSYS — Bottom) da seccéo. Por outro lado, a Fig. 7 ilustra os modos
criticos de instabilidade (obtidos através do GBTUL 2.0) para as vigas com L =
{200,320, 1200mm}. Finalmente, a Fig. 8 fornece representacdes (também do GeTuL 2.0) dos
campos de tensdes de pré-encurvadura o, o<, 72, para a viga L = 320mm sujeita a cargas
na parte inferior da sec¢do. A observacéo das Figs. 6-8 conduz as seguintes conclusdes:

(i) A comparacdo com as cargas criticas das vigas carregadas ao nivel do centro de corte
mostra que a deslocacao vertical do ponto de aplicacdo da carga apenas altera os valores
criticos desta para (i1) L < 450mm, para carregamento inferior, e (i) L < 700mm, para
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Figura 6. Curvas de encurvadura (P, — L) das consolas RHS, para as 3 posi¢des das cargas.
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Figura 7. Modos de instabilidade para consolas RHS com L = {200, 320, 1200mmj}.
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carregamento superior — para vigas mais longas, as cargas criticas sdo virtualmente
independente do nivel (vertical) a que a carga ¢ aplicada. Nas vigas mais curtas, movendo-
se 0 ponto de aplicacdo da carga aplicada para baixo/cima aumenta/diminui o valor P,,.

(ii) Os valores das cargas criticas obtidas através do ANsYS, relativas a cargas superiores e
inferiores, resultaram em excelente acordo com os valores da GBT, como se pode confirmar

na Tabela 1 — de facto, as diferencas obtidas sé&o inferiores a 3%.

Tabela 1. Comparacao entre os valores das cargas criticas (P.,) das consolas RHS obtidos com 0 GBTUL e 0 ANSYS.

L (mm)

120 160 200 320 1200 | 2000 | 5000
GBTuUL | 4091 | 40.80 | 40.79 | 40.84 | 23.54 | 13.52 | 5.24

o | P, (kN)
|S ANSYS 40.69 40.59 40.59 40.59 23.38 13.55 5.21
& (GBT/SFEM) 0.53% 0.51% 0.51% 0.63% | 0.69% | -0.22% | 0.54%
GBTuL | 302.84 | 215.86 173.39 101.46 23.54 13.52 5.24

S | P, (kN)
£ ANSYS | 311.93 | 220.43 | 175.80 | 103.08 | 23.38 | 13.55 | 5.21
M| §5(GBT/SFEM) | -2.91% | -2.07% | -1.37% | -1.57% | 0.69% | -0.22% | 0.54%

(i) A figura 7 permite avaliar o impacto da movimentagéo das cargas aplicadas nas configuragoes
dos modos de instabilidade. No tltimo caso (carregamento inferior) e independentemente
do comprimento, a consola sempre instabiliza segundo um modo que envolve deformagéo
local na vizinhanca do suporte e, naturalmente, na regido junto ao encastramento — este
modo de encurvadura combina participagOess significativas dos modos da GBT 8
(~40%), 10 (~30%), 6 (~20%) (ver Fig. 5). Em relacdo aos outros casos (carga no centro
de corte ou ao nivel superior), para comprimentos menores (L < 700mm) obtém-se
diferentes naturezas de modo critico, nomeadamente, (iii1) um modo local-distorcional,
combinando contribui¢cdes dos modos de deformacéo 7 (~38%), 5 (~35%), 9 (~15%),
12 (~8%) e envolvendo principalmente deformac@es anti-simétricas na zona de extremidade
livre (carga no centro de corte), e (iiiz) um modo localizado, que ocorre nas regides da
alma perto da extremidade livre (onde as cargas sdo aplicadas) e as contribuicfes de
modos de deformacéo 6 (~73%), 8 (~22%), 11 (~3%) (carregamento superior).

(iv)Enquanto para o carregamento inferior a instabilidade é causada pelas tensdes
longitudinais normais a,,, compressivas que atuam na metade inferior das secg¢des junto
ao encastramento (onde estas tensdes sdo mais elevadas), para 0s outros casos a
instabilidade € despoletada pelas tensdes normais transversais de compressao oy, que

6 Os valores percentuais indicados apés cada modo de deformacdo GBT séo os fatores de participacdo modal,
que quantificam a importancia relativa de cada um desses modos na configuracdo do modo de encurvadura da
viga. No programa GBTUL 2.0, os fatores de participacdo modal sdo calculados como a razdo entre as energias
de deformacdo internas associadas (i) a contribui¢do do modo de deformacéo sob consideragdo e (ii) a todo o

modo de encurvadura [11].
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atuam nas almas da seccéo de extremidade sob os pontos de aplicacdo das cargas — note-
se que estas tensdes sdo de tracdo no caso da carga inferior. Estas observacdes
proporcionam uma explicacdo para as diferencas verificadas entre as 3 curvas para
comprimentos pequenos (Fig. 6). Para os comprimentos maiores, as tensdes longitudinais
normais que atuam nas imediac6es do encastramento tornam-se dominantes e, portanto,
o efeito da posicao das cargas deixa de ser relevante.

(v) As tensdes de pré-encurvadura o, o, T2 obtidas através do GBTUL e apresentadas na Fig. 8
exibem as caracteristicas esperadas: (v1) a2, variam linearmente ao longo da altura da seccdo
e a sua magnitude aumenta gradualmente da extremidade livre para o encastramento, (v2)
a2 consistem essencialmente em dois “bolbos”, localizados nas regides sobre as duas
cargas e (Vv3) os valores mais elevados de 72 também ocorrem nessas mesmas regides. Vale
ainda a pena mencionar que as correspondentes distribuicoes de tensdes obtidas através do ANSYS
nao séo aqui apresentadas, em virtude dos diferentes tipos de espectro de cores utilizados pelos
dois cddigos (impedindo uma facil comparacao direta).

o-SS sz
tmax
Cmax
Figura 8. DistribuigGes de tensdes de pré-encurvadura do GBTUL (62, o, t) para a consola RHS de L =
320mum sujeita a carregamento inferior.

o-xx

3.2. Exemplo 2: Vigas Simplesmente Apoiadas com Secgdo em | Fechada

As figuras 9(a)-(b) mostram a geometria e a discretizagcdo nodal da secgdo em | de banzos
fechados (CIS) considerada neste trabalho. Na figura 10 mostram-se as configuracbes dos
modos de deformacdo mais importantes (de um total de N; = 60) obtidos apos a Analise da
Secgdo — eles sdo modos (i) de Vlasov (globais 1-3, distorcionais 6-10 e locais 11-15), (ii) de
corte (de fluxo de corte 4-5, globais 26-34 e locais 35-36) e (iii) de extensdo transversal
(isotrépico 50, deviatdrico 51-56 e distorcional 57-58).

(b)

5
4

w N

Figura 9. Seccdo em | com banzos fechados (CIS) (a) geometria e (b) discretizacdo nodal da GBT.
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Figura 10. Configura¢des dos modos de deformagéo mais relevantes da seccéo CIS.

A figura 11 mostra as curvas de encurvadura (p.,- — L) das vigas CIS simplesmente apoiadas
sujeitas a cargas uniformemente distribuidas aplicadas em 3 diferentes pontos Fig. 3(b),
nomeadamente (i) na interseccdo entre a alma e o banzo superior (GBT — Top), (ii) no centro
de corte (GBT — SC) e (iii) na intersec¢do entre a alma e o banzo inferior (GBT — Bottom). A
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figura inclui também alguns resultados obtidos através do ANSYS relativos ao carregamento
superior (ANSYS — Top) e inferior (ANSYs — Bottom). A Figura 12 ilustra as configuracdes dos
modos de encurvadura, obtidos pelo GBTuL, para vigas com L = {500,1700,4000mm}
sujeitas aos trés diferentes carregamentos. A observacao dos resultados apresentados nas Figs.
10 e 11 conduz as seguintes conclusdes:

(i) Tal como nas consolas RHS analisadas anteriormente, as curvas de encurvaduras associadas a
carregamento inferior/superior surgem significativamente acima/abaixo da correspondente a
carga no centro de corte, para comprimentos menores (L < 600mm). Para comprimentos
mais longos as trés curvas tendem a encontrar-se, mesmo que mantenham uma diferenca
superior a 5% dentro dos limites do grafico apresentado. Note-se que, para 1800 < L <

3000mm, as cargas criticas associadas a carga inferior ou no centro de corte sdo praticamente
coincidentes.

(if) A Tabela 2 permite comparar os valores de carga critica p,,- obtidos pelo GBTUL e pelo ANSYS.
Observa-se que, a menos de uma sé excecdo, as diferencas entre os dois conjuntos de valores
nunca ultrapassa 5%. A exce¢do diz respeito a viga com L = 200mm sujeita a carregamento
inferior, para a qual se obteve uma diferenca de cerca de 10%, que se revelou ser devida ao
facto de a discretizacio nodal da GBT n&o ser suficiente’.

1.00E+01
E O
£
= 1.00E+00
=
5 =
= o
o
1.00E-01
1.00E-02
1.00E-03
100 1000 L(mm) 10000
GBT-Top GBT - Bottom == GBT - 5C O Ansys-Top O Ansys- Bottom

Figura 11. Curvas de encurvadura (p., — L) das vigas CIS, para as 3 posi¢des das cargas.

" A discretizacdo nodal adoptada ndo permite capturar com rigor as deformacdes localizadas que, para 0 modo
em questdo, ocorrem na parta inferior da alma — considerando 7 (em vez de 5) nés intermédios na alma conduz
apy = 2.568kN/mm (§ = —1.37%).
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L =500mm
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L=1700mm
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Figura 12. Modos de instabilidade para vigas CIS com L = {500, 1700, 4000mm}.

Tabela 2. Comparagéo entre os valores das cargas criticas (p.,) das vigas CIS obtidos com o GBTUL e 0 ANSYS.

L (mm)

200 500 1000 | 2000 | 4000

Der GBTuL | 0.248 | 0.152| 0.092| 0.043| 0.009

§ (kN/mm) | Ansys 0.260 | 0.154 | 0.095| 0.043| 0.009
& (GBT/SFEM) -4.63% | -1.55% | -2.35% | -1.82% | -0.13%

= Der GBTuL | 2.458| 0.442| 0.142| 0.048| 0.013
% (kN/mm) | Ansys 2.239 | 0.445| 0.148| 0.048 | 0.012
@ & (GBT/SFEM) 9.76% | -0.59% | -3.89% | 0.26% | 4.48%

(iif)Para L < 1700mm, todas as vigas instabilizam em modos que exibem predominantemente
deformacbes de corte nas secgdes de extremidade (perto dos apoios) e combinam
participacdes dos modos de deformacédo 11 (~70%), 12 (~23%), 9 (~5%) (ver Fig. 10).
Este modo critico de instabilidade também ocorre para vigas mais longas (1800 < L <
3000mm) para carregamento superior. No entanto, as mesmas vigas, quando submetidas
a carregamento inferior ou no centro de corte, instabilizam em modos locais despoletados
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pelas tensdes normais longitudinais de compressao que atuam sobre a regido de meio-vao
da parede superior (topo do banzo superior). Estes modos consistem quase exclusivamente
no modo da GBT 14 (~95%) e, uma vez que as referidas tensdes de compressdo sdo
praticamente independentes do ponto de aplicacdo da carga, as curvas de encurvadura
associadas a carregamento inferior e no centro de corte coincidem para esta gama de
comprimentos. Finalmente, as vigas mais longas instabilizam num modo de global de
flexdo-torcdo (i.e., instabilidade lateral), apresentando contribui¢cfes similares de modos
3 e 4 acompanhados de uma presenga, mais ou menos relevante, do modo distorcional 6.
Embora o modo de instabilidade seja idéntico, verifica-se o resultado classico de que
mover o nivel de carga aplicada para baixo/cima faz aumentar/diminuir o valor p., — para
este caso particular, as diferengas encontram-se na faixa de 5% < |6| < 18%.

4. CONCLUSAO

A formulacdo da Teoria Generalizada de Vigas (GBT) desenvolvida por Basaglia & Camotim
[5], que torna possivel a analise linear de encurvadura de barras de parede fina sujeitas a cargas
arbitrarias (incluindo cargas transversais aplicadas fora do eixo dos centros de corte), foi
brevemente revista e empregue para estudar o comportamento de instabilidade de vigas com
duas geometrias de secdo transversal envolvendo células fechadas — a formulacdo referida
nunca antes tinha sido empregue neste contexto (secgdes fechadas). As vigas analisadas
consistem em (i) consolas com seccdo retangular vazada (RHS) atuadas por duas forcas de
extremidade transversais e (ii) vigas simplesmente apoiadas com seccdo em | com banzos
fechados (CIS) sujeitas a uma carga uniformemente distribuida — em ambos os casos, as cargas
sdo aplicadas em localizagOes superior, inferior e ao nivel do centro de corte.

A fim de validar a aplicacdo da formulacdo GBT as vigas descritas no paragrafo anterior, 0s
resultados baseados na GBT, obtidos com o programa GBTUL 2.0, foram comparados com 0S
valores gerados andlises de elementos finitos de casca realizadas com o programa comercial
ANsYs. Em todos os casos foi obtida uma excelente correlagdo entre os dois métodos,
independentemente da natureza do modo de encurvadura (local, distorcional, local, corte,
flexdo-torgdo), mostrando-se assim que a formulagdo acima mencionada fornece resultados
precisos de encurvadura no contexto de vigas com seccdes contendo células fechadas. Além
disso, demonstrou-se que, como era conhecido ou esperado, a distancia entre o ponto de
aplicacdo da carga e o eixo dos centros de corte pode influenciar significativamente (i) a carga
de encurvadura e/ou (ii) a natureza/forma do modo de instabilidade da viga, particularmente
para comprimentos menores. Tal deve-se ao desenvolvimento de grandes tensées compressivas
normais transversais na vizinhanca do ponto de aplicacdo da carga, que podem ser responsaveis
pelo desencadeamento de fendmenos de encurvadura diferentes (p.e., instabilidade localizada).

Finalmente, uma dltima palavra para referir que nenhum dos problemas considerados neste
trabalho envolvem tensdes tangenciais de pré-encurvadura associadas aos modos de fluxo de
corte 4 e 5 (ver Fig. 13 (b) e note que o modo 4 representa a tor¢ao da secgdo). A fim de verificar
se a presente formulacdo da GBT tambem fornece resultados precisos de encurvadura nestes
casos especiais, é necessario analisar barras com formas de sec¢éo transversal e cargas tais

16



Rui Bebiano, Cilmar Basaglia, Dinar Camotim e Rodrigo Gong¢alves

¥ .

ol o
(a1) (b1) (c1)
P —
() @)
N \
(a2) (b2) (c2)

Figura 13. Seccdo RHS bicelular (a) carregamentos que causam fluxos de corte na pré-encurvadura: (a;) torgéo e
(a2) distorcéo; (b1)-(b2) deformagdes no plano e (c1)-(c2) fluxos de corte envolvidos nos modos da GBT 4-5.

como os representados nas Figs. 13 (a), relativas a uma seccdo RHS bi-celular submetida a
cargas transversais, atuando ao nivel de uma alma lateral ou da alma central. No primeiro caso,
que envolve tor¢do, uma parte das tensbes tangenciais de pré-encurvadura sdo representadas
por ambos 0s modos de 4 e 5, cujos fluxos de corte sdo apresentados nas Figs. 13(c). No segundo
caso, onde ndo esta envolvida a tor¢do, surgem tensdes tangenciais associadas apenas ao modo
5. Os autores estdo presentemente a investigar a aplicacdo da formulacdo GBT a este tipo de
problemas — os resultados deste trabalho de investigacao serdo divulgados em um futuro préximo.
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ANEXO A

As componentes das matrizes de rigidez linear/geométrica da seccdo sdo dadas por

3
Cir, = fs — w;uds + fs —12(1 5

w;wpds , (Al)
¢3
Bik = fS 1— vlsvk sds + f mwi,sswk,ssds ) (A-Z)

Dj, = fs Gt(uis + v )(uks + vy )ds + f WlSWdeS , (A.3)

VEt3
12(1-v?)

Ey = fs VEL — UV sds +f Wi Wy s5dS , (A4)
ﬁl:x = fS - u] (Vv + wywy)ds , (A.5)

Xjalk P fs 11/ 2 Vj, s(ivi + wiwy)ds , (A.6)
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—SsP __ VEt
ﬁks - fs mujwi,swk,sds ) (A-7)
oo = [ Zy w; oWy sds (A.8)
jik S 1—y2z 1SS k,s , .
i = [ Gt(ws + v)) (Vi s + wysw)ds . (A9)

onde (i) E, G, v sdo os modulos de elasticidade e de distor¢do do material (isotropico), e o
respetivo coeficiente de Poisson, (ii) os indices i, j, k cobrem o conjunto dos modos de
deformacéo (1, ...,Ny) e (iii) S é o dominio da linha média da seccdo. O primeiro e segundo
termos de (A.1)-(A.6) correspondem a propriedades de membrana e de flex&o, respetivamente.
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