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Resumen. En este trabajo se presentan las subescalas de orden reducido para métodos de
descomposicion ortogonal apropiada (POD). La idea bdsica consiste en separar la solucion
de alta fidelidad en dos partes: la parte que puede ser capturada por el modelo reducido
y la parte que mo, para la cudl se necesita un modelo. El modelo propuesto para las
subescalas se define como una funcion lineal de la solucion del modelo reducido para
las mismas condiciones iniciales. La diferencia entre ambas soluciones (alta fidelidad y
modelo reducido) son las subescalas, que se construyen mediante un proceso de minimos
cuadrados. El modelo resultante se pone a prueba en varios ejemplos numéricos.

1 INTRODUCCION

Los modelos de descomposicién ortogonal apropiada (POD) consisten en la proyeccién de
representaciones de alta fidelidad (de orden completo) de problemas fisicos en Mecanica
Computacional a espacios de soluciones de dimension reducida. Estos espacios reducidos
son capaces de capturar los componentes mas representativos de la solucién, y su principal
ventaja es que los calculos en el espacio de orden reducido se pueden hacer a un coste
computacional bajo. Esto ha llevado a los investigadores a aplicar modelos basados en
POD varios problemas de fisica e ingenierfa [7, 8, 3, 2, 5, 4]

A pesar de todas las ventajas de las estrategias de modelado de orden reducido, los
modelos POD atn tienen algunos problemas sin resolver que les impiden ser utilizados
en la ingenieria del dia a dia. Uno de estos problemas se relaciona con el hecho de
que el efecto de las componentes del modelo de alto orden que no esta presente en el
espacio de orden reducido no se tiene en cuenta en las ecuaciones de orden reducido. Este
problema es bien conocido en otros contextos de la mecanica computacional como son
los elementos finitos, dénde se han desarrollado formulaciones estabilizados para tratar
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con las inestabilidades del método de Galerkin. Uno de los marcos mas populares para el
desarrollo de formulaciones estabilizadas es el Método Multiescala Variacional (VMS) [6].

En este trabajo se propone aplicar las ideas VMS a los modelos de orden reducido
POD. Algunas aplicaciones del método VMS a los modelos POD se puede encontrar en
la literatura [9, 10, 11, 1].

Contrariamente a los trabajos anteriores sobre el método VMS aplicado a modelos
POD, presentaremos un modelo para las subescalas de orden reducido que no requieren
de grados de libertad adicionales. Para ello, se desarrollard una estrategia que tiene como
objetivo tener en cuenta la componente intermedia de la solucién, es decir, la componente
que puede ser representado por el espacio de elementos finitos, pero no puede ser capturada
por el espacio de orden reducido. Esta componente son las subescalas de orden reducido.
La solucion de orden completo puede ser dividida en la solucién de orden reducido y las
subescalas.

Esto resulta en un sistema de orden reducido modificado. Como se vera, cuando
se compara con el modelo de orden reducido original, el sistema modificado tiene varias
ventajas: para el mismo nimero de grados de libertad, se obtienen soluciones mas precisas,
y cuando se trata con problemas que son tipicamente dificiles de resolver usando modelos
de orden reducido (flujo a altos niimeros de Reynolds), es capaz de proporcionar soluciones
precisas mediante el uso de un nimero reducido de grados de libertad.

2 POD para un problema genérico

Definamos el espacio vectorial de incégnitas U € RM y el espacio de orden completo
Y = RM. M representa la dimensién de la incégnita. El problema transitorio no lineal
es:

AUTHU™ = RU", U™, L), (1)

donde n es el contador de pasos de tiempo, A € RM*M eg la matriz del sistema y R es el
lado derecho.
La aproximacién de la incognita en el espacio reducido es:

U~ dUys +ﬁ. (2)

donde ® € RM*™ eg la base ortogonal para el espacio reducido Vs, U es el vector de
valores medios, y m es la dimension del espacio reducido. Algunos operadores interesantes
que permiten moverse entre el espacio completo y el reducido son el operador de restriccion
Re : RM — R™,

Re (U) =@" (U-U) e R™,

y el operador de extensién £ : R™ — RM .

5(Uq>) = ®U,s +U € RM,
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También definimos el operador de proyeccién Vg, g : RM — RM:
s (U) = £ (R (U).

El sistema reducido resultante es:

dTADPU = TR - PTAU. (3)
En las siguientes secciones utilizaremos la notacion:

Ay = ®TA®P € R™™, (4)

Ry = @' (R— AU) €eR", (5)
con lo que el sistema reducido resultante es:

Ay = ®TAD € R™™, (6)

Ry = ®"(R— AU) €R™, (7)

3 Subescalas para modelos reducidos

La idea principal consiste en descomponer la incégnita en cada paso de tiempo en su
proyeccion al espacio reducido y las subescalas:

Un+1 _ H<I> (Un+1) + l-}nJrl' (8)
El sistema reducido teniendo en cuenta la contribucién de las subescalas es:
ApRe (U™) + T AU = Ry, (9)

notese el término adicional debido al espacio no capturado por el modelo reducido. Esta
contribucion deberd ser tenida en cuenta mediante un modelo para las subescalas. FEl
modelo que proponemos consiste en la definicién de un campo de subescalas S"*! € Vg
y su expresién en la base reducida ®, Syt € R™, tal que:

A@sg—l—l ~ (I)T14f]n—i-17
con lo que el sistema reducido final queda:
A (Ug™ + S;3") = Ry, (10)

La expresién para el campo de subescalas considerada en este trabajo es una relacion lineal
con las solucién de orden reducido, aunque se podrian considerar modelos mas complejos:

Sitl = C,UF + Dg. (11)

Los coeficientes de este modelo se ajustan mediante un proceso de minimos cuadrados
usando la informacién de la soluciéon muestra usada para construir la base de orden re-
ducida (véase [4] para una explicacién detallada del ajuste de los coeficientes del modelo
numeérico para las subescalas).
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Figura 1: Campos de velocidad y presién, flujo alrededor del cilindro

4 Algunos ejemplos numéricos

En esta seccion presentamos algunos ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento
de las subescalas de orden reducido en casos practicos. Nos centramos primero en prob-
lemas con pocos grados de libertad, en los que se muestra la capacidad del modelo de
subescalas para mejorar la precision de la soluciéon obtenida con el modelo de orden re-
ducido. Finalmente nos centramos en un problema para el que, mas alla de un cierto
punto, aumentando el nimero de grados de libertad de la solucién de orden reducido con-
duce a una pobre mejora de la precision. En este caso las subescalas de orden reducido
son capaces de incrementar la precision usando un nimero relativamente bajo de grados

de la libertad.

4.1 Ejemplo 1

En el primer ejemplo numérico aplicamos el método desarrollado a un problema de
flujo incompresible, que consiste en encontrar un campo de velocidades w y una presién
p tales que:

du+u-Vu—vAu+Vp = f, (12)
V-u =0. (13)

En este ejemplo numérico se estudia el flujo incompresible alrededor un cilindro en Re =
100. La figura 1 muestra los campos de velocidad y de presién resultantes en un instante
determinado.

La figura 2 muestra una comparacion de la historia del campo de velocidades entre el
modelo completo, y el reducido usando y sin usar subescalas. Se observa que la precision
es mucho mayor usando el modelo de subescalas.

4.2 Ejemplo 2

En esta seccion se resuelve el clasico problema del escalén en dinamica de fluidos usando
modelos reducidos. Los campos de velocidades y presiones resultantes se muestran en la
figura 3.
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Figura 2: Time history of the vertical velocity at (6.5,4).Comparativa de la historia del campo de veloci-
dades entre el modelo completo, y el reducido usando y sin usar subescalas.

La figura 4 compara la historia temporal y el espectro en el espacio de Fourier en un
punto del flujo usando modelos reducidos con y sin subescalas. Se observa que el modelo
con subescalas presenta resultados mucho mejores.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un modelo para las subescalas de orden reducido en
modelos POD. La idea basica consiste en dividir la soluciéon en parte capturable por el
espacio reducido y la parte que no puede ser capturada, las subescalas.

El modelo propuesto para las subescalas se define como una funcién lineal de la solucién
del modelo de orden reducido. Los coeficientes de esta funcién lineal se obtienen mediante
la comparacion de la solucion de la orden completa y la solucién del modelo de orden re-
ducido para algunas soluciones de prueba. La diferencia entre ambas soluciones (de orden
reducido y completo) son las subescalas, para las que un modelo puede ser construido
usando un proceso de minimos cuadrados.

Finalmente, el modelo de orden reducido mejorado se ha probado en varios ejemplos
numéricos. Estos casos practicos muestran que el uso de las subescalas conduce a solu-
ciones més precisas y permite resolver problemas de flujo complejos utilizando un ntimero
reducido de grados de libertad.
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Figura 3: Campos de velocidad y presién en el problema del escaldn.
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Figura 4: Comparativa de resultados en alto orden y orden reducido con y sin subescalas. Arriba: Historia
del campo de velocidad, componente vertical. Abajo: Espectro en el espacio de Fourier.
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