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Resumen. En este trabajo se presentan las subescalas de orden reducido para métodos de
descomposición ortogonal apropiada (POD). La idea básica consiste en separar la solución
de alta fidelidad en dos partes: la parte que puede ser capturada por el modelo reducido
y la parte que no, para la cuál se necesita un modelo. El modelo propuesto para las
subescalas se define como una función lineal de la solución del modelo reducido para
las mismas condiciones iniciales. La diferencia entre ambas soluciones (alta fidelidad y
modelo reducido) son las subescalas, que se construyen mediante un proceso de mı́nimos
cuadrados. El modelo resultante se pone a prueba en varios ejemplos numéricos.

1 INTRODUCCIÓN

Los modelos de descomposición ortogonal apropiada (POD) consisten en la proyección de
representaciones de alta fidelidad (de orden completo) de problemas f́ısicos en Mecánica
Computacional a espacios de soluciones de dimensión reducida. Estos espacios reducidos
son capaces de capturar los componentes más representativos de la solución, y su principal
ventaja es que los cálculos en el espacio de orden reducido se pueden hacer a un coste
computacional bajo. Ésto ha llevado a los investigadores a aplicar modelos basados en
POD varios problemas de f́ısica e ingenieŕıa [7, 8, 3, 2, 5, 4]

A pesar de todas las ventajas de las estrategias de modelado de orden reducido, los
modelos POD aún tienen algunos problemas sin resolver que les impiden ser utilizados
en la ingenieŕıa del d́ıa a d́ıa. Uno de estos problemas se relaciona con el hecho de
que el efecto de las componentes del modelo de alto orden que no está presente en el
espacio de orden reducido no se tiene en cuenta en las ecuaciones de orden reducido. Este
problema es bien conocido en otros contextos de la mecánica computacional como son
los elementos finitos, dónde se han desarrollado formulaciones estabilizados para tratar
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con las inestabilidades del método de Galerkin. Uno de los marcos más populares para el
desarrollo de formulaciones estabilizadas es el Método Multiescala Variacional (VMS) [6].

En este trabajo se propone aplicar las ideas VMS a los modelos de orden reducido
POD. Algunas aplicaciones del método VMS a los modelos POD se puede encontrar en
la literatura [9, 10, 11, 1].

Contrariamente a los trabajos anteriores sobre el método VMS aplicado a modelos
POD, presentaremos un modelo para las subescalas de orden reducido que no requieren
de grados de libertad adicionales. Para ello, se desarrollará una estrategia que tiene como
objetivo tener en cuenta la componente intermedia de la solución, es decir, la componente
que puede ser representado por el espacio de elementos finitos, pero no puede ser capturada
por el espacio de orden reducido. Esta componente son las subescalas de orden reducido.
La solución de orden completo puede ser dividida en la solución de orden reducido y las
subescalas.

Esto resulta en un sistema de orden reducido modificado. Como se verá, cuando
se compara con el modelo de orden reducido original, el sistema modificado tiene varias
ventajas: para el mismo número de grados de libertad, se obtienen soluciones más precisas,
y cuando se trata con problemas que son t́ıpicamente dif́ıciles de resolver usando modelos
de orden reducido (flujo a altos números de Reynolds), es capaz de proporcionar soluciones
precisas mediante el uso de un número reducido de grados de libertad.

2 POD para un problema genérico

Definamos el espacio vectorial de incógnitas U ∈ RM y el espacio de orden completo
V = RM . M representa la dimensión de la incógnita. El problema transitorio no lineal
es:

A(Un+1)Un+1 = R(Un,Un−1, ...), (1)

donde n es el contador de pasos de tiempo, A ∈ RM×M es la matriz del sistema y R es el
lado derecho.

La aproximación de la incógnita en el espacio reducido es:

U ≈ ΦUΦ + U . (2)

donde Φ ∈ RM×m es la base ortogonal para el espacio reducido VΦ, U es el vector de
valores medios, y m es la dimensión del espacio reducido. Algunos operadores interesantes
que permiten moverse entre el espacio completo y el reducido son el operador de restricción
RΦ : RM → Rm, :

RΦ (U) = ΦT
(
U −U

)
∈ Rm,

y el operador de extensión E : Rm → RM , :

E (UΦ) = ΦUΦ + U ∈ RM .
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También definimos el operador de proyección VΦ, ΠΦ : RM → RM :

ΠΦ (U) = E (RΦ (U)) .

El sistema reducido resultante es:

ΦTAΦUn+1
Φ = ΦTR−ΦTAU . (3)

En las siguientes secciones utilizaremos la notación:

AΦ := ΦTAΦ ∈ Rm×m, (4)

RΦ := ΦT
(
R−AU

)
∈ Rm, (5)

con lo que el sistema reducido resultante es:

AΦ := ΦTAΦ ∈ Rm×m, (6)

RΦ := ΦT
(
R−AU

)
∈ Rm, (7)

3 Subescalas para modelos reducidos

La idea principal consiste en descomponer la incógnita en cada paso de tiempo en su
proyección al espacio reducido y las subescalas:

Un+1 = ΠΦ

(
Un+1

)
+ Ũn+1. (8)

El sistema reducido teniendo en cuenta la contribución de las subescalas es:

AΦRΦ

(
Un+1

)
+ ΦTAŨn+1 = RΦ, (9)

nótese el término adicional debido al espacio no capturado por el modelo reducido. Esta
contribución deberá ser tenida en cuenta mediante un modelo para las subescalas. El
modelo que proponemos consiste en la definición de un campo de subescalas Sn+1 ∈ VΦ

y su expresión en la base reducida Φ, Sn+1
Φ ∈ Rm, tal que:

AΦS
n+1
Φ ≈ ΦTAŨn+1,

con lo que el sistema reducido final queda:

AΦ

(
Un+1

Φ + Sn+1
Φ

)
= RΦ, (10)

La expresión para el campo de subescalas considerada en este trabajo es una relación lineal
con las solución de orden reducido, aunque se podŕıan considerar modelos más complejos:

Sn+1
Φ = CsU

n+1
Φ + DS. (11)

Los coeficientes de este modelo se ajustan mediante un proceso de mı́nimos cuadrados
usando la información de la solución muestra usada para construir la base de orden re-
ducida (véase [4] para una explicación detallada del ajuste de los coeficientes del modelo
numérico para las subescalas).
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Figura 1: Campos de velocidad y presión, flujo alrededor del cilindro

4 Algunos ejemplos numéricos

En esta sección presentamos algunos ejemplos numéricos que ilustran el rendimiento
de las subescalas de orden reducido en casos prácticos. Nos centramos primero en prob-
lemas con pocos grados de libertad, en los que se muestra la capacidad del modelo de
subescalas para mejorar la precisión de la solución obtenida con el modelo de orden re-
ducido. Finalmente nos centramos en un problema para el que, más allá de un cierto
punto, aumentando el número de grados de libertad de la solución de orden reducido con-
duce a una pobre mejora de la precisión. En este caso las subescalas de orden reducido
son capaces de incrementar la precisión usando un número relativamente bajo de grados
de la libertad.

4.1 Ejemplo 1

En el primer ejemplo numérico aplicamos el método desarrollado a un problema de
flujo incompresible, que consiste en encontrar un campo de velocidades u y una presión
p tales que:

∂tu + u · ∇u− ν∆u +∇p = f , (12)

∇ · u = 0. (13)

En este ejemplo numérico se estudia el flujo incompresible alrededor un cilindro en Re =
100. La figura 1 muestra los campos de velocidad y de presión resultantes en un instante
determinado.

La figura 2 muestra una comparación de la historia del campo de velocidades entre el
modelo completo, y el reducido usando y sin usar subescalas. Se observa que la precisión
es mucho mayor usando el modelo de subescalas.

4.2 Ejemplo 2

En esta sección se resuelve el clásico problema del escalón en dinámica de fluidos usando
modelos reducidos. Los campos de velocidades y presiones resultantes se muestran en la
figura 3.
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Figura 2: Time history of the vertical velocity at (6.5,4).Comparativa de la historia del campo de veloci-
dades entre el modelo completo, y el reducido usando y sin usar subescalas.

La figura 4 compara la historia temporal y el espectro en el espacio de Fourier en un
punto del flujo usando modelos reducidos con y sin subescalas. Se observa que el modelo
con subescalas presenta resultados mucho mejores.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un modelo para las subescalas de orden reducido en
modelos POD. La idea básica consiste en dividir la solución en parte capturable por el
espacio reducido y la parte que no puede ser capturada, las subescalas.

El modelo propuesto para las subescalas se define como una función lineal de la solución
del modelo de orden reducido. Los coeficientes de esta función lineal se obtienen mediante
la comparación de la solución de la orden completa y la solución del modelo de orden re-
ducido para algunas soluciones de prueba. La diferencia entre ambas soluciones (de orden
reducido y completo) son las subescalas, para las que un modelo puede ser construido
usando un proceso de mı́nimos cuadrados.

Finalmente, el modelo de orden reducido mejorado se ha probado en varios ejemplos
numéricos. Estos casos prácticos muestran que el uso de las subescalas conduce a solu-
ciones más precisas y permite resolver problemas de flujo complejos utilizando un número
reducido de grados de libertad.
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Figura 3: Campos de velocidad y presión en el problema del escalón.
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Figura 4: Comparativa de resultados en alto orden y orden reducido con y sin subescalas. Arriba: Historia
del campo de velocidad, componente vertical. Abajo: Espectro en el espacio de Fourier.
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