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Resumo

Esta dissertagdo aborda o projecto e implementagdo em tempo discreto de observadores nao
lineares para estimagao da posicao e atitude, com aplicagao a veiculos auténomos. As principais con-
tribuicdes sdo: a concepgao, sintese e prova da estabilidade exponencial do observador de posigao, e
o estudo e aplicagdo de métodos convenientes para realizagdo da integragdo numérica de equagdes
diferenciais cujas variaveis sdo matrizes de rotagao.

A primeira parte da dissertagdo apresenta os conceitos fundamentais necessarios a leitura do
documento. Introduzem-se diferentes representagdes de atitude ou orientagédo; descreve-se a cine-
matica do corpo rigido; apresenta-se o conjunto de sensores que ira equipar o veiculo; e incluem-se
algumas definigoes e teoremas fundamentais a andlise de sistemas dindmicos néo lineares em tempo
continuo.

Na segunda parte, sao projectados os observadores de atitude e posigéo linear. Mostra-se a
estabilidade das solugdes propostas recorrendo a técnicas de Lyapunov, permitindo concluir que os
erros de estimagao convergem exponencialmente para a origem.

Na terceira parte, apresenta-se um estudo sobre técnicas de obtengéo de aproximagdes em tempo
discreto de sistemas dindmicos em tempo continuo, em particular, sao estudados métodos de integra-
¢ao numérica aplicaveis a equagoes diferenciais ordinarias definidas no grupo das matrizes de rotagao.
Na quarta parte deste trabalho, estes métodos sao aplicados ao observador projectado.

Na ultima parte, explica-se e exemplifica-se o procedimento utilizado para a determinagao dos ga-
nhos dos observadores de forma a minimizar o efeito da presencga de ruido nos sensores. Finalmente
sao apresentadas simulagdes que mostram o desempenho e viabilidade pratica das solugdes propos-

tas.

Palavras Chave: Sistemas de Navegacgao, Observadores Nao Lineares, Aproximagdes em Tempo

Discreto






Abstract

This dissertation addresses the design and discrete time implementation of nonlinear observers for
estimation of the position and attitude, with application to autonomous vehicles. The main contributions
are: the design, synthesis and proof of exponential stability of the position observer, and the study and
application of suitable numerical integration methods for differential equations whose variables are
rotation matrices.

The first part of the document introduces the fundamental definitions and theorems required for the
developments that follow. Different representations for attitude or orientation are presented, the rigid
body kinematics are described, the sensor’ suite that will equip the vehicle is presented, and some
fundamental definitions and theorems for stability analysis of nonlinear continuous time systems are
included.

In the second part, the attitude and position observers are synthesized. The stability characteristics
of the proposed solutions are analysed resorting to Lyapunov techniques, allowing to conclude that the
estimation errors converge exponentially fast to the origin.

The third part studies the computation of discrete time approximations of continuous time systems,
particularly, a series of numerical integration techniques suitable to be applied to ordinary differential
equations defined on the rotation matrices group. In the forth part, these methods are used to obtain
discrete time implementations of the proposed observers.

The last part describes the techniques used to tune the observers gains with the objective of mi-
nimising the impact of sensor’ noise on the state estimates. Finally, simulations illustrating the overall

performance and suitability of the proposed solutions are presented and discussed.

Keywords: Navigation Systems, Nonlinear Observers, Discrete Time Aproximations
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Capitulo 1

Introducao

O estudo e desenvolvimento de veiculos autbnomos € uma area de constante pesquisa cientifica,
com aplicabilidade militar, e cada vez mais também com grande interesse comercial. Em particular, os
veiculos aéreos autbnomos sao plataformas extremamente versateis que, quando devidamente equi-
padas com sistemas de navegacgao e controlo, apresentam caracteristicas de estabilidade e operacio-
nalidade que Ihes permitem tirar partido de sensores tais como camaras video, camaras fotograficas
digitais, e ladars. Estas plataformas apresentam capacidade de realizar um conjunto de missodes, a
baixa velocidade e tipicamente algumas dezenas metros de altitude do solo, as quais vao desde da
detecgao de fogos florestais, a inspecgao de infra-estruturas, a monitorizagao de auto-estradas, até
ao seguimento de cardumes no mar.

Um dos componentes fundamentais que constituem um veiculo auténomo é o sistema de navega-
¢ao. Este, tem por missao fornecer aos restantes sistemas embarcados, informagao sobre a posigao,
velocidade e orientagéo (também designada atitude) do veiculo. Este é um sistema critico. Uma falha
no seu funcionamento, ndo s6 impede a correcta operagao do veiculo, como no caso dos veiculos aé-
reo auténomos, pode muitas vezes originar perdas materiais relevantes, e até colocar em risco vidas
humanas.

Uma das familias mais conhecidas de sistemas de navegagao, € denominada INS (Inertial Naviga-
tion Systems na literatura anglo-saxoénica). Estes sistemas determinam a posigao, velocidade, atitude,
e velocidade angular, recorrendo a sensores inerciais: giroscépios e acelerometros. Os INS podem
ser divididos em duas classes designadas na literatura anglo-saxénica respectivamente por Glimbal-
led e Strapdown Systems. A classe dos Glimballed Systems utiliza complexos sistemas mecénicos de
estabilizagao, que garantem que a instrumentagao de navegagao nao altera a sua orientagdo com o
movimento do veiculo. Na classe Strapdown Systems, os acelerometros e giroscépios encontram-se
fixos e solidarios com o veiculo, sendo por isso mecanicamente mais simples. Por outro lado, ne-
cessitam de algoritmos mais avangados para compensar os efeitos do movimentos dos veiculos nas
medidas dos sensores inerciais e portanto possuem maior complexidade computacional.

As grandezas que os INS tém como objectivo determinar sado obtidas com base na integragao de



sensores nao ideais, cujas medidas estdo corrompidas por ruido e polarizagdes. Por este motivo, os
dados fornecidos por sistemas de navegagao, baseados apenas em sensores inerciais, degradam-
se com o tempo de funcionamento. Outros dispositivos, como GPS (Global Positioning System na
literatura anglo-saxonica), ou sistemas de posicionamento alternativos, fornecem medidas de posicao
linear em tempo real. No entanto, também estes sistemas de posicionamento sao passiveis de erro,
e nem sempre estdo acessiveis. Um caso tipico trata-se do sistema GPS, o qual em ambientes
urbanos ou perto de estruturas tais como pontes, viadutos ou paredes de barragens, esta sujeito
a oclusdes e multi-caminhos, podendo a informagéo por ele fornecida degradar-se dramaticamente.
Uma alternativa possivel, a qual é adoptada neste trabalho, consiste em combinar estes dois tipos de
sensores com o0 objectivo de tirar partido das vantagens de ambos. Obtém-se desta forma um sistema
de navegagao mais eficiente e robusto.

Em teoria dos sistemas, a questao que os sistemas de navegacao tentam resolver constitui um
problema de estimagao. Ou seja, consiste na identificagao do estado interno de um sistema a partir de
medigdes indirectas. O corpo tedrico existente permite a sintese de estimadores (também designados
observadores) para algumas classes de sistemas. Para sistemas deterministicos e lineares e na
auséncia de ruido, podem ser utilizados os denominados observadores de Luenberguer [5]. Também
para sistemas lineares, a teoria da filtragem de Kalman [6], permite obter estimadores 6ptimos na
presenga de incerteza no modelo do sistema e quando as medig¢des realizadas pelos sensores estdo
corrompidas com ruido gaussiano. No caso de sistemas nao lineares, recorre-se muitas vezes a
linearizagées em torno do ponto de funcionamento corrente do sistema, e em seguida utilizam-se as
técnicas conhecidas para sistemas lineares. Uma abordagem alternativa é a baseada na sintese de
observadores nao lineares. Esta abordagem implica maior complexidade, mas entre outras possui
a vantagem de poder dar origem a observadores dotados de caracteristicas globais, tais como a
estabilidade do sistema de erro associado. Os observadores lineares quando aplicados a sistemas
néo lineares produzem em geral resultados locais, sendo extremamente sensiveis & linearizagéo do

sistema utilizada.

1.1 Estado da Arte

O problema da estimagao de atitude e posigao, ndo obstante o seu rico legado histérico, é uma
area de permanentes avangos cientificos. Em [7], [8], [9], [10], [11], encontram-se trabalhos recentes
na obtencado de leis de retroaccdo para sistemas definidos em variedades, nomeadamente SO(3) e
SE(3), que fornecem valiosas indicagdes e linhas de orientagdo para o projecto de observadores,
discutindo as caracteristicas topolégicas e limitagdes na obtengao de estabilidade global em SO(3).

Algumas solugdes propostas neste ambito, baseiam-se no modelo da dindmica do veiculo em
estudo. Dos trabalhos disponiveis na literatura, sdo de realgar os seguintes. Deriva-se em [12],

um observador cuja estimativa de atitude é obtida através da observagao vectorial, com recurso a



interseccdo dos respectivos elipsdides de incerteza. Em [13], estudam-se as propriedades de um
observador com convergéncia localmente exponencial, baseado na fusdo de dados de uma camara
monocular e de sensores inerciais. Em [14], os autores apresentam um observador com retroacgao

de velocidade, que preserva a simetria, com aplicagcao a sistemas de navegacao inercial.

Em muitas aplicagdes €&, por outro lado, conveniente projectar os observadores baseado-se so-
mente na cinematica das grandezas lineares e angulares. Estes observadores, apresentam a vanta-
gem da cinematica ser uma descricao exacta da evolugdo das grandezas fisicas envolvidas, reque-
rendo no entanto, maior nimero de sensores [15], [16], [17], [18]. Nestes observadores, tipicamente,
é integrada uma medida de uma derivada de ordem superior, velocidade ou aceleragdo, fornecida por
um sensor inercial. Os erros associados a este processo, sao compensados por uma lei de retro-
accao baseada nas medidas das derivadas de ordem inferior. Em [19], prop6em-se um observador
de atitude definido no grupo de Lie das matrizes de rotacdo, SO(3). Este observador é projectado
com base em medidas de posigao e velocidade angular com polarizagdo. Um outro observador nao
linear de atitude, formulado com recurso a quaternides, € proposto em [20], onde os autores provam a
convergéncia exponencial para origem, na presenca de medidas de atitude e velocidade angular com

polarizagéo.

Noutra area do conhecimento, tem sido recentemente alvo de intensa pesquisa, o desenvolvimento
de métodos de integragdo numérica que preservem as caracteristicas geométricas de diferenciais em
variedades, em especial, os integradores para grupos de Lie. Estes integradores, foram originalmente
propostos em [21], seguindo-se duas publicagdes com 0 mesmo tema [22] e [23]. Em [24] e [25],
desenvolvem-se as condigbes de ordem para uma subclasse dos métodos em grupos de Lie, onde a
solucéo é obtida na respectiva algebra de Lie, a qual é um espaco linear. Em [26], mostra-se que as
condicdes de ordem classicas podem ser utilizadas, juntamente com uma transformagao conveniente.
Recentemente em [27], derivam-se as condi¢gdes de ordem para os métodos de integragdo numé-
rica em grupos de Lie, livres de comutadores [28], que foram propostos para superar os problemas

associados ao célculo de comutadores.

1.2 Contribuicoes da Dissertacao

Neste trabalho desenvolve-se um algoritmo de navegacao da classe Strapdown, baseado na sin-
tese de observadores néo lineares, os quais apresentam caracteristicas de estabilidade quase global
para o sistema de erro associado. E estudado e implementado um método para realizar a implementa-
¢ao em tempo discreto do observador. Sao também obtidos valores para os ganhos com objectivo de
minimizar do erro de estimagéao resultante na presenca de ruido em todos os sensores e polarizagao

nas medidas fornecidas pelos giroscopios.



1.3 Organizacao do Relatorio

Conceitos Introdutdrios
(Capitulo 2) )
Aproximacées em Tempo
Discreto de Sistemas
v Dinamicos em
Tempo Continuo
Projecto de Observadores (Capitulo 4)
em Tempo Continuo
(Capitulo 3)

~, N

Implementagédo do
Observador em Tempo
Discreto
{Capitulo 5)

v

Determinagéo dos Ganhos
do Observador
{Capitulo 6)

Figura 1.1: Organizagao conceptual do relatorio.

O presente relatério encontra-se organizado conceptualmente como ilustrado na Figura/i.1le esta

estruturado da seguinte forma:

e No Capitulo 2 introduzem-se os conceitos necessarios ao desenvolvimento do trabalho. Re-
presentagao de atitude, cinematica do corpo rigido, sensores utilizados e alguns teoremas que

permitem a andlise da estabilidade de sistemas dindmicos néo lineares em tempo continuo.

e No Capitulo 3 apresentam-se observadores de atitude desenvolvidos em [15] e [16], e desenvolvem-
se observadores de posigao exponencialmente estaveis. Sao apresentadas simulagdes ilustra-

tivas do funcionamento das solugbes propostas.

e No Capitulo 4 sdo apresentadas técnicas para obtengao de aproximagdes em tempo discreto de
sistemas dinamicos lineares e nao lineares em tempo continuo. Com especial relevancia para
métodos de integragdo numérica em variedades aplicaveis a equacao diferencial da dinamica

de atitude.

e No Capitulo 5 procede-se a implementacdo em tempo discreto de um observador sintetizado
no Capitulo 4 e sdo apresentadas simulagées comparativas do desempenho do observador em

tempo continuo e da sua aproximagao em tempo discreto.



No Capitulo 6 propbe-se e realiza-se um procedimento para determinar os ganhos do obser-
vador, de forma a minimizar o efeito da presenga do ruido nos sensores nas estimativas resul-
tantes. Sao apresentadas simulagées que mostram o desempenho das solug¢des propostas na

presenga desta fonte de erro.

No Capitulo 6 apresentam-se as principais conclusdes decorrentes do trabalho desenvolvido e

indicam-se tépicos para trabalho futuro.
O Apéndice /Al apresenta uma breve introdugao formal ao grupo das matrizes de rotagao.

No Apéndice B é apresentado o filtro de Kalman-Bucy, também conhecido por filtro de Kalman
em tempo continuo. S&o apresentadas as equacgdes de erro e a derivagao dos ganhos Opti-
mos que minimizam a covariancia dos estados estimados. Introduz-se sumariamente o filtro de

Kalman estacionario em tempo continuo.






Capitulo 2

Conceitos Introdutorios

2.1 Descricao Geral

O algoritmo de navegagao desenvolvido neste trabalho necessita de um conjunto de sensores, de-
signadamente, giroscopios, acelerémetros e receptores que medem a distancia a emissores, e apre-
senta uma forma inovadora de fundir as suas medidas, recorrendo a técnicas avangadas de estimagao
nao linear e integragcdo numérica em variedades diferentes de R”.

Este capitulo apresenta os conceitos tedricos utilizados na elaboragao do trabalho, os quais sao
indispensaveis para a compreensao do restante texto. Introduzem-se diferentes possibilidades de
representagao da orientagao, ou atitude, de um referencial relativamente a outro, apresenta-se a ci-
nematica do corpo rigido, descrevem-se os principios de funcionamento dos sensores utilizados, e
referem-se algumas técnicas avangadas de analise de sistemas néo lineares. Devido a sua clareza,

adopta-se neste capitulo, a notagéao de [1].

2.2 Representacao de Atitude

A escolha de uma representagdo matematica adequada para a orientagao encontra-se revestida
de importancia. Dependendo da representagdo adoptada, o mesmo problema pode ser tratavel, ou
de impossivel resolugado. Algumas das vantagens e desvantagens de cada representacao serao apre-

sentadas em seguida.

2.2.1 Matriz de Rotacao

A matriz de rotagdo é uma transformacao linear utilizada para rodar vectores, e realizar o mapea-
mento de coordenadas entre referenciais com a mesma origem. Quando estes vectores pertencem a

R3, a matriz de rotagdo tem dimensées 3 x 3. Assim, na equacéo

Ap=4RPP,



AP é o vector que descreve a posi¢do do ponto P no referencial {A}, 2P é o vector que descreve a
posigao do ponto P no referencial {B}, e 27{ € a matriz de rotagao do referencial {B} para o referencial
{A}.

Qualquer matriz de rotacao R verifica as seguintes propriedades

RRT =1 (2.1)

det(R) = 1, (2.2)

onde R” é a notagéo para a matriz transposta de R, e det(R) representa o determinante da matriz R.
Destas propriedades ¢ possivel concluir que R” = R~'. O conjunto de todas as matrizes de rotagéo
com dimens&o 3 x 3 forma o grupo SO(3)".
A matriz de rotagao gvz pode ser obtida directamente através da projec¢ao dos versores do refe-
rencial {B}, nos versores do referencial {A},
Xp Xy VpXa ZpXy
GR=|XpYy V584 Zp¥al.
Xp.Zs VpZa ZpZa

em que x.y representa o produto interno dos vectores x e y, e X, ¥, Z, representam os versores de
cada um dos referenciais. Como o produto interno de dois vectores unitarios € idéntico ao cosseno do

angulo entre eles, esta representagao é denominada por Matriz dos Cossenos Directores (DCM).

2.2.2 Angulos de Euler

A matriz de rotagao necessita de nove parametros escalares para definir uma rotagao ou atitude,
mas pode-se questionar se é possivel definir uma rotagdo com menos pardmetros. Um resultado da
algebra linear conhecido como férmula de Cayley para matrizes ortogonais® afirma que, para qualquer

matriz de rotagdo R, existe uma matriz S, tal que,
R = (I33 = S) ' (I3x3 + S),

em que S é anti-simétrica, ou seja, S = —S7, e é especificada por trés parametros s, sy, s;, COMO

permitindo concluir que uma matriz de rotagao pode ser definida apenas por trés parametros.
Uma forma alternativa de descrever a atitude de um referencial {B} em relagdo a um referencial

{A} que apenas necessita de trés parametros, € a dada pelos denominados angulos de Euler. Esta

"Denominado na literatura anglo-saxénica por Special Orthonormal Group. Grupo de todas as rotagdes em torno da origem
do espago euclidiano tridimensional R3. Este grupo é também uma variedade, encontrando-se no Apéndice |Ala sua definicdo

formal.
2Uma matriz quadrada A diz-se ortogonal se AA” = ATA = 1.



representagdo é definida pelos angulos que cada um dos eixos do referencial {B} tem de rodar, de
forma sequencial, até o referencial rodado coincidir com o referencial {A}. Adoptando a descrigdo em
angulos de Euler Z-Y-X, comega-se por rodar em torno de Zz, do angulo a, depois roda-se em torno
de ¥, do angulo B, e por ultimo roda-se em torno do eixo X3, do angulo y. Os angulos o, f e vy sdo

também denominados Yaw, Pitch e Roll, respectivamente. A Figural2.1lilustra este processo.

ol |

2 A ZE

o g K X5

Figura 2.1: Angulos de Euler Z-Y-X (extraido de [1]).

A matriz de rotagao pode ser obtida através destes angulos da seguinte forma
cocP  cosPsy — sasy casfey + sasy
3Rzyx = sacP  sasPsy + cocy  sasPey — casy|s
—sp cPsy cPey
em que se utilizaram as abreviaturas ca = cos(a), so. = sin(a), cf = cos(p), sp = sin(p), ¢y = cos(y) e

sy = sin(y).
A partir da matriz de rotagao, é possivel obter os angulos de Euler através das expressoes [1]

_ _ [.2 2
p= arctanZ( 131, A7) + r21)

o = arctan2 (ra1 /¢, ri1/cP)
Y = arctan2 (r32/c, r33/cf) ,
se cf # 0, onde r;; € o elemento da linha i e coluna j da matriz de rotagdo, e arctan2(x,y) calcula
tan~! (f) mas utiliza o sinal de x e y para determinar o quadrante a que pertence o angulo resultante.
Esta representacdo utiliza apenas trés parametros. No entanto, apresenta singularidades em
p = +3. Para desambiguar, em [1] sugere-se a seguinte convengéo. Se § = +7,
a=0

v = arctan2(ryz, r22),



esef=-7,
a=0
vy = —arctan2(rz, r2).

De notar, que para além dos angulos de Euler Z-Y-X, existem mais 11 conjuntos de angulos de Euler

em fungé@o da ordem pela qual se realiza a rotagao.

2.2.3 Vector de Rotacao

Uma forma alternativa de definir uma rotagao entre {B} e {A}, é através da direc¢ao perpendicular
ao plano de rotacdo, indicada pelo vector Az, e do angulo da rotacéo, representado por 0. “Ag
pertence ao grupo formado por todos os vectores de dimensao 3 x 1 com norma (euclidiana) unitaria,
S(2), e 6 € [0 x].

A matriz de rotacao gR relaciona-se com “Az e 0 através da expressao [29]
AR = 10t(0, ) := cos(O)I + sin(0)(*hp)" + (1 — cos(0)) Az AL, (2.3)

em que (x)" representa a matriz anti-simétrica definida pelo vector x € R? tal que (x)'y = xxy, y € R%.
Considerando o problema inverso, isto é, determinar a direc¢éo e o angulo de rotacéo, a partir de uma
matriz de rotagao, através do desenvolvimento da expressao (2.3), obtém-se as seguintes relagdes:

ript+ro +r33)

0 = arccos
arccos >

3 — 13

A
B

=~ |\riz—nr|-
2sin(@) |13 13!
1 —r
Esta notagcdo tem a vantagem de ser mais compacta que a matriz de rotagcdo. No entanto para
pequenas rotagdes o calculo do eixo torna-se mal condicionado e apresenta singularidades quando

06=0e60=m.

2.2.4 AQuaternioes

O formalismo de quaternides, introduzido em 1843 por Sir William Hamilton [30], também pode ser
utilizado para representar uma rotagéao.

Um quaternido, q, é descrito por uma parte escalar, ¢,, € por uma parte vectorial, q,, com trés
elementos, e apresenta sempre norma unitaria. A partir do vector de rotacéo, “Ag, e do angulo da

rotacao, 0, o quaternido que representa a mesma rotagao pode ser obtido através de

q=1[q] ¢,"
. [0\ 4

v = ="

q 51n(2) B
0S e

s =cos|=].
9 2
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A matriz de rotagao correspondente ao quaternido pode ser obtida da seguinte expressao [31]

R(Q) = (¢> - @I + 2q,q] +24,(q)".

A representacgao por quaternides tem a vantagem de ndo sofrer de singularidades e ser possivel
realizar directamente rotagdes e mapeamentos de coordenadas sem necessidade de recorrer a matriz

de rotagao.

2.3 Cinematica do Corpo Rigido

Nesta seccao considera-se a existéncia de dois referenciais, um referencial solidario com o corpo
rigido, {B}, no qual se pretende estudar o movimento, e um outro referencial de referéncia e que se

assume inercial, {I}.

2.3.1 Cinematica de Posicao e Velocidade

A cinematica da parte linear do movimento descrito por um corpo rigido, quando expressa no

referencial inercial {I}, pode ser escrita como

%I(IPBorig) =1 ([VBorig)
%1(1 VBnrig) =1 (IABorig) .

Onde 1(’P30,ig) representa a posi¢ao da origem do referencial {B} em relagéo ao referencial {I} e
expressa em no referencial {I}, I(’VB(,,ig) € a velocidade linear da origem do referencial {B} em relagao
a {I} e expressaem {I}, e (’ABMg) a aceleracgdo linear da origem do referencial {B} em relagéo a {I}
e expressa no mesmo referencial. Os referenciais {I} e {B}, e o ponto P encontram-se representados
na Figura2.2.

Por outro lado, quando a mesma cinematica é expressa no referencial do corpo {B}, tem de ter em

conta a velocidade angular do corpo em relagéo ao referencial inercial [1]

G P = * (Vi) = (*(08))* ()

L Vi) = (‘Anrig) = (*(08))* (V).
o aue %B(IVBmg) ¢ a aceleracdo tangencial e B([wB) = [w, o, w,]” é a velocidade angular do

referencial {B} em relagao ao referencial {I}, expressa no referencial {B}.

2.3.2 Cinematica de Atitude

A cinematica da rotacao do referencial {B} em relagao ao referencial {I}, dada em termos da matriz

de rotagéo e da velocidade angular entre os referenciais Z (1(»3), pode ser expressa por [1]
d 1o\ _1o(B(I A
= (4R) = 4R (* (') (2.4)
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Figura 2.2: Referenciais inercial e do corpo e vector de posicao.

2.4 Sensores

Para obter um algoritmo de navegagao que estime a posi¢ao e atitude de um veiculo em trés di-
mensoes, neste trabalho, tém-se a disposi¢ao as leituras de alguns sensores. Estes sensores estao
divididos em duas categorias, sensores inerciais e sensores auxiliares. Os sensores inerciais realizam
medidas de grandezas fisicas relativamente a um referencial inercial. Desta categoria tém-se a dispo-
sicdo, giroscopios e acelerémetros. Por outro lado, as medidas fornecidas pelos sensores auxiliares
nao sao relativas, mas sim directas. Dentro desta categoria, encontram-se instalados no veiculo re-
ceptores acusticos que permitem medir as distancias entre estes e emissores de ultra-sons externos
ao veiculo.

As medidas realizadas pelos sensores podem sofrer de varias nao idealidades. Neste trabalho,
considerou-se a possibilidade de existéncia de polarizagdes nos giroscopios.

Em seguida explica-se cada um dos sensores de forma sucinta.

2.4.1 Giroscopios

Os giroscopios disponiveis (rate gyro na literatura anglo-saxoénica), medem a velocidade angular
do veiculo em relagéo ao referencial inercial {I}, expressa no referencial préprio. Utilizando a notagao
de [1] tem-se

By T
Wgensor = ( U)B) - [(Dx Wy, wz] .

Existem varios principios fisicos nos quais se baseiam os giroscépios. Na Figura 2.3, encontra-
se ilustrada a construgdo de um giroscépio mecanico classico para medi¢ao de velocidade angular.
Este giroscopio é constituido por uma massa cilindrica com velocidade angular constante. A massa
encontra-se numa estrutura fixa ao resto do giroscépio através de barras de torgao. Entre a estrutura
e o resto do giroscépio existe também um sistema de amortecimento.

Pela lei da conservagao do momento angular ou lei Euler, sabe-se que o0 momento angular de um
corpo rigido se mantera constante, excepto se sobre este for aplicado um binario. Se o binario for

ortogonal a rotagdo do corpo, ndo altera a velocidade angular, mas sim a sua direcgdo. Voltando a

12



Figura 2.3: Esquema de um giroscopio mecanico (extraido de [2]).

Figura 2.3, isto significa que se o giroscépio estivar a rodar segundo z, ira aparecer sobre as barras
de torgdo, um binario segundo x proporcional a velocidade de rotagdo. Este binario fara inclinar a
estrutura ligada a massa em rotagao, e o angulo de inclinagao resultante é a grandeza fisica medida
e convertida num sinal eléctrico. Quando a rotagao sobre o eixo z desaparece, as barras de torgao

repdem a estrutura na posicao inicial.

Figura 2.4: Giroscopio Silicon Sensing CRS03.

Na Figura 2.4, encontra-se uma fotografia de um giroscépio utilizado nas plataformas do DSOR
(Dynamic Systems and Ocean Robotics) do ISR (Instituto de Sistemas e Robética). Este giroscopio
basea-se na vibragdo de um anel de silicio e na geracdo de uma forca de Coriolis através de um

movimento de rotagao.
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Figura 2.5: Esquema de um acelerémetro, baseado no deslocamento de uma massa de prova (ex-
traido de [3]).

2.4.2 Acelerometros

Os acelerémetros medem simultaneamente a aceleragao linear do veiculo relativamente ao refe-
rencial inercial {I} e a aceleragao gravitica, ambas expressas em {B}.

Na Figura 2.5, encontra-se esquematizado um acelerometro elementar, baseado na variagéo de
posicdo de uma massa de prova acoplada a uma mola e um dispositivo de amortecimento. Caso o
corpo esteja sujeito a uma aceleragao, esta massa deslocar-se-a no sentido contrario, esse desloca-
mento é medido e convertido num sinal eléctrico. Quando o acelerémetro esta orientado verticalmente
e se encontra em queda livre, a sua medicdo é nula. Este facto deve-se a acgao da aceleragdo gravi-
tica que anula o deslocamento da massa. Assim, a leitura de uma triada de acelerémetros montados
ao longo de cada um dos eixos do referencial {B}, € composta pela aceleragéo sofrida pelo veiculo,

subtraida da aceleragéo gravitica expressa no referencial do corpo [32]
Asensor = 5 (EABorig) -5 g (25)

A Figura 2.6, mostra um acelerémetro comercializado pela empresa Crossbow Technology, e que
equipa alguns sistemas do DSOR. Este acelerémetro baseia-se nhum elemento sensivel capacitivo
diferencial de silicio. Apresenta baixo ruido e grande estabilidade, e executa internamente o condicio-

namento de sinal, podendo ser facilmente ligado a um sistema de aquisi¢ao de sinal.

2.4.3 Emissores de Ultra-Sons e Receptores Acusticos

De modo evitar a degradagéo, ao longo do tempo, das integracoes realizadas sobre as medi-
das dos sensores inerciais, neste trabalho, considera-se que o veiculo se encontra equipado com
receptores acusticos, que utilizam a diferenga entre as velocidades de propagacédo de ondas elec-
tromagnéticas e acusticas, para medir distancias entre cada receptor e os diferentes emissores de
ultra-sons.

Os emissores encontram-se colocados em posigoes fixas no referencial inercial. Com este sistema
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Figura 2.6: Acelerémetro Xbow CXL02TG3.

€ possivel obter a localizagéo dos emissores no referencial do veiculo, bem como a localizagdo dos
receptores no referencial em que os emissores estéo fixos. Para esse fim, utiliza-se um método de
interpolacao esférica desenvolvido em [33], que sera descrito na secgao seguinte.

A distancia entre os receptores acusticos e os emissores de ultra-sons, é determinada através
do tempo que um sinal sonoro demora a propagar-se entre estes. Os emissores enviam de forma
sequencial um sinal sonoro, e enviam simultaneamente um sinal electromagnético distinto para cada
um deles. O sinal electromagnético é captado quase instantaneamente pelos receptores (com a ve-
locidade da luz, aproximadamente 3 x 10® ms™!), e posteriormente é recebido o sinal sonoro. Com
base na diferenga de tempo de recepgao dos dois sinais, cada receptor determina a que distancia se

encontra de determinado emissor.

Figura 2.7: Elementos do sistema Cricket.

Um sistema baseado neste principio é o Cricket, comercializado pela Crossbow Technology, e
constituido por elementos semelhantes aos apresentados na Figura'2.7. Cada um destes elementos

pode ser configurado como emissor ou como receptor, e possui uma interface por porta série para
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ligacdo a um computador.

2.5 Determinacao da Posicao a partir dos Tempos de Propaga-

cao dos Sinais Sonoros

Uma vez conhecidas as distancias entre os diversos receptores acusticos e os emissores, utili-
zando o método apresentado em [33], é possivel determinar as posi¢cdes dos emissores no referencial
em que os receptores acusticos estdo instalados ou a posigao do receptores no referencial onde
os emissores estio fixos. Este método, necessita no minimo de quatro receptores acusticos nao
co-planares para determinar a posicao de um emissor, e de quatro emissores ndo co-planares para
determinar a posigao de um receptor. Todavia, para diminuir a sensibilidade ao ruido nas medidas
das distancias e aumentar a robustez do algoritmo, convém utilizar um maior nimero de emissores e
receptores [33]. O método consiste num algoritmo de localizagdo em forma fechada, denominado por

interpolagéo esférica.

2.5.1 Introducao do Problema

Receptor i O

Emissor

)

p Receptor |

O

Figura 2.8: llustragao do problema de localizagdo de um emissor e algumas relagdes geométricas.

O método ira ser introduzido com o objectivo de resolver o problema do calculo da posigao de um
emissor, sabendo a posicao dos receptores. Contudo como ja foi referido, também pode ser aplicado
ao problema inverso.

Seja N o numero de receptores, as coordenadas espaciais do receptor i sdo denotadas pelo vector
p; (i = 1,...,N), e a posigdo do emissor é denotada pelo vector p®. A distancia entre o emissor e o
receptor i € dada por D; = ||p] — p°ll, e d;; é a diferenga das distancias do receptor i ao emissor e
do receptor j ao emissor, tal que, d;; :== D; = D; (i,j = 1,...,N, i # j). Sem perda de generalidade
¢é considerado que a posi¢éo do receptor 1 é a origem do referencial. Defina-se ainda, R; := ||p!|l e

R. =Ry = D; =||p°|l. A Figura 2.8, ilustra a notagédo e algumas relagdes geométricas deste problema.
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Pela geometria do problema é possivel derivar a seguinte relagao

DI = Ip/IF - 2(p)"p° + IIp°I”?

(2.6)
=R -2(p))'p°+R2, i=2,..,N.
2.5.2 Formulacao da Equacao de Erro
Tendo em conta as defini¢cdes introduzidas pode-se reescrever a relagéo (2.6) obtendo
R? —d* - 2R.dy - 2(p))"p° =0, i=2,...,N. (2.7)

Como as distancias, em geral, ndo sdo medidas de forma exacta, introduz-se uma medida do erro
no lado direito da equagéo (2.7), e minimiza-se no sentido dos minimos quadrados para obter uma

estimativa da solugdo. Entao a equagao (2.7) fica
& =R —d% —2R.dy — 2(p)"p%, i =2,..,N. (2.8)

O conjunto de N — 1 equagdes (2.8), pode ser escrito em notagao matricial como

€=6-2R.d - 2Sp°, (2.9)
onde
R - d3, o (90 &
R -d? d3 )’ 6
d:= 3'31,d:= ] , S:= 3 , €=
R - d3, dn Py’ 5%

A solugdo de minimos quadrados da equagao (2.9), para determinar p° dado R, é

1
P’ = 58'(6 - 2R.d), (2.10)

onde S* := (S7S)"!S”, na solucdo ndo pesada, e S* := (STWS)"!S”W, na solugdo em que & minimi-
zada a energia e/ We, sendo W uma matriz de pesos definida positiva. Para obter uma verdadeira
solugao de minimos quadrados da fungao de custo J = eWe relativamente a p°, é necessario permitir
que R, varie de acordo com a relagéo R, = ||p°||. Apesar desta minimizagado ser realizada sobre uma
fungdo de custo ndo convexa [33], ainda assim é possivel encontrar uma solugdo que aproximada-

mente minimiza J = eWe.

2.5.3 O Método de Interpolacao Esférica

Substituindo (2.10) na equagao (2.9), e minimizando novamente o erro em relagéo a R,, obtém-
se um problema de minimos quadrados linear, que pode ser resolvido eficientemente. Escrevendo a

equagao do erro de acordo com esta substituicao obtém-se

€=0-2R.d-SS"(0-2R.d) = I -SS")( - 2R.d),
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onde I é a matriz identidade com dimensao (N — 1) x (N — 1).
No caso de N =4, SS* =1, e o vector € é nulo. Caso N > 4, a fungao de custo modificada é dada
por

J =& Weé = (6 -2R,d)TWT(S - 2R.d),

onde T =1 - SS*. E a solugao de minimos quadrados resulta em
< 1d'T§
¢ 2d’Td’

Substituindo esta solugéo em (2.10) obtém-se as estimativa da posi¢cdao do emissor

1 _
p* = 58°(6 - 2R,

A principal vantagem decorrente da aplicagdo deste método, é a sua reduzida complexidade com-
putacional, visto que é uma solugdo em forma fechada. Este facto, torna o método ideal para aplicagéo
em sistemas com limitagdes na capacidade de calculo, ou sistemas em tempo real, cujo tempo de pro-
cessamento tem de ser o mais reduzido possivel.

Em [33], é ainda derivada uma aproximagao para a variancia da estimativa p° quando o ruido dos

elementos de d tem média nula, que é aqui apresentada
Var(p®) = (ATA)AT(A; + RI)Cy(Ag + RDAAT A, (2.11)
onde A = d(p¢/Ilp¢ID” + S, C, é a matriz de covariancia dos ruidos presentes em d, e

dr 0

dr1
Ay

0 dni

2.5.4 Resultados de Simulacao

A fim de verificar a influéncia do ruido nas medidas das distancias e da geometria dos receptores,
foram efectuadas algumas simulagdes recorrendo ao programa MATLAB. Estas simulagbes foram
realizadas empregando de ruido com diferentes variancias e diferentes configuragées de receptores.
Na Tabela 2.1, encontram-se as diferentes matrizes cujas colunas sao as posicoes dos receptores,
P receprores, © 08 respectivos nimeros de condi¢ao. O nimero de condicdo de uma matriz A ndo singular,
cond(A), pode ser obtido através de

cond(4) = 2L,

n

em que o; é o maior valor singular de A e ¢, 0 menor [34].

Nas simulagdes considerou-se que as medidas de distancias estavam corrompidas com ruido
branco Gaussiano com média nula. Considerou-se também que a posicao do emissor que se preten-
dia estimar era dada por

Pemissor = [55 S]T
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Tabela 2.1: Configuragdes dos receptores.

Configuragéo Preceptores (M) cond(Peceprores)

0O -10 10 -10 10

1 0 10 10 -10 -10 1
0 10 -10 -10 10
0O -5 5 -5 5

2 o 5 5 -5 -5 1
0 5 -5 -5 5]
0 2 2 -2 2]

3 o 2 2 -2 =2 1
0 2 -2 -2 2]
0O 0 10 0 -10

4 o -7 7 2 =2 2,65
0 1 7 -1 -1

Encontram-se na Tabela 2.2, as variancias do ruido na medigado das distancias e a configuragao

dos receptores, para cada uma das seis simulagdes realizadas.

Tabela 2.2: Condigdes de ruido e geometria dos receptores para cada simulagao.

Simulagéo || Variancia do | Configuragao
Ruido (m?)
1 0,052 1
2 0,10? 1
3 0,152 1
4 0,052 2
5 0,052 3
6 0,052 4

A Tabela 2.3 contém os resultados das simulagdes, e nas Figuras 2.9(a), 2.9(b), 2.10(a), 2.10(b),
2.11(a), |2.11(b) mostra-se, para cada simulagéo, as posi¢des dos receptores, a posigao real do emis-
sor e a sua posicao calculada em cada uma das execugdes do algoritmo de interpolagao esférica.

Analisando os resultados obtidos para cada uma das simulagdes 1 a 3, verifica-se que a variancia
da posigao obtida com o método de interpolagao esférica descrito em [33], aumenta com o aumento
da variancia do ruido nas medidas de distancia e que este aumento € néao linear.

As simulagdes 1, 4 e 5, permitem concluir que as posigoes dos receptores também influenciam

bastante os resultados do algoritmo. Verifica-se que quando os receptores se aproximam uns dos
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outros, o algoritmo perde sensibilidade numa direcgédo. Este facto é muito bem ilustrado pelas Figuras

2.10(a) e 2.10(b), onde se nota claramente, um aumento na incerteza da posi¢cdo do emissor na

Tabela 2.3: Resultados das simulagdes realizadas ao algoritmo de interpolacao esférica.

Simulacao Média [x y z] (m) Variancia [x y z] (m?) Variancia por
(2.19) [x y 21 (m?)
1 [4,998 5,002 5,000] | [0,002 0,002 0,002] | [0,002 0,002 0,002]
2 [5,007 5,004 5,005 [0,009 0,009 0,009] | [0,006 0,006 0,006]
3 [5,007 5,004 5,004] | [0,018 0,020 0,021] | [0,014 0,014 0,014]
4 [4,999 5,000 4,999] | [0,005 0,006 0,006] | [0,003 0,003 0,003]
5 [5,068 5,073 5,066] | [0,239 0,239 0,234] | [0,047 0,047 0,047]
6 [5,000 5,001 5,004 [0,010 0,008 0,007] | [0,0060,007 0,007]

direccao que passa pelo centréide definido pelos receptores e pelo emissor.

Comparando as simulagdes 1 e 6 constata-se que, mesmo nao alterando significativamente a dis-
tancia entre receptores, o resultado do algoritmo é prejudicado pelo facto da matriz cujas colunas sao
as posicdes dos receptores, possuir nimero de condigao diferente da unidade. Conclui-se também
que a aproximagao da variancia dada por (2.11) é demasiado optimista, sendo em geral, inferior ao

valor real.

Eixo z (m)

-10
10

0

Eixo y (m)
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-10.
10

10
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Figura 2.9: Simulacéo 1 (a) e simulagao 2 (b).
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Figura 2.10: Simulagao 3 (a) e simulacao 4 (b).
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Figura 2.11: Simulagao 5 (a) e simulacao 6 (b).
2.6 Sistemas Dinamicos Nao Lineares em Tempo Continuo

Os sistemas nao lineares em tempo continuo que se pretendem analisar neste trabalho, podem

ser descritos por uma equagao diferencial na forma
X = f(t,x,u),

em que x € R” é o vector das variaveis de estado do sistema, u € R™, o vector das entradas exégenas
do sistema, r é a variavel tempo, e x representa a derivada em ordem ao tempo do vector x. De notar
que a dependéncia explicita do tempo dos vectores x e u foi retirada para simplificar a notagao, esta
dependéncia sera incluida somente quando for estritamente necessaria. No restante texto assume-se
que f é uma fungéao tal que é continua e a solugao com condigéo inicial fixada é Unica. Se f e u, ndo
dependerem explicitamente do tempo, o sistema denomina-se de sistema invariante no tempo. Um

sistema invariante no tempo que nao possui qualquer entrada designa-se por sistema auténomo [35].
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Muitas das ferramentas desenvolvidas para a analise de sistemas dinamicos lineares ndao podem,
em geral, ser aplicadas a sistemas néo lineares. Ainda assim existem algumas técnicas mais ge-
rais aplicaveis a estes sistemas. Nesta secgéo seréo introduzidos muito brevemente trés métodos
de andlise de sistemas nao lineares, nomeadamente, o segundo método Lyapunov, teoremas para
a estabilidade de sistemas lineares e variantes no tempo parametrizados, e o conceito designado
na literatura anglo-saxénica por Input-to-State Stablility (ISS). Nao serdo aqui apresentadas as de-
monstragdes dos teoremas enunciados, mas serdo indicadas as referéncias em que estas podem ser

encontradas.
Definicao 1. O ponto de equilibrio x = 0 da fungdo x = f(t,x) é:
e estavel se, para qualquer > 0, existir 6(e, ty) > 0 tal que

lIx(t0)ll < 6 = (XD < &, Yizi0- (2.12)

uniformemente estavel se, para qualquer € > 0, existir () > 0, independente de t,, tal que, a

condigdo (2.12) é satisfeita.

instavel se nédo for estavel.

assimptoticamente estavel se for estavel e existir uma constante positiva ¢ = c(ty), tal que

[x(to)ll < ¢ = tlim x(1) = 0.

globalmente assimptoticamente estavel se para qualquer ||x(t)||,

lim x(¥) = 0.

1—00

Definicao 2. O ponto de equilibrio x = 0 da funcdo x = f(t,x) é exponencialmente estavel se existem

constantes positivas c, k, e A tal que
XDl < KlIx(to)lle™ ™™, Yixoyi<cs (2.13)

e globalmente exponencialmente estavel se (2.13) se verificar para qualquer estado inicial x(t).

2.6.1 Estabilidade de Lyapunov

O segundo método de Lyapunov, é uma das principais ferramentas de analise de sistemas nao
lineares. O principal obstaculo a sua aplicagao prende-se com a dificuldade de encontrar uma fungao
de Lyapunov V(x), que verifique as condi¢cdes do teorema, e a sua principal vantagem € a possibilidade
de se poder inferir sobre a estabilidade e convergéncia de uma equagao diferencial sem necessitar de

a resolver explicitamente. A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [36, pag. 115].
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Teorema 1. (Segundo Método de Lyapunov) Seja x = 0 um ponto de equilibrio da fungdo x = f(x),
e D c R" um dominio contendo x = 0. SejaV : D — R, uma fun¢do continuamente diferenciavel, tal

que,

V(0)=0
V(x) > 0 em D\{0}

V(x)<0emD,
entao o ponto x = 0 é estavel, e V(x) denomina-se fungao de Lyapunov. Se se verificar
V(x) <0emD,
entao o ponto x = 0 é assimptoticamente estdvel em D. E se além disso
[Ix|| = 00 = V(x) — oo,
entdo o ponto x = 0 é globalmente assimpototicamente estavel.

Definicao 3. Seja V(x) uma fungao de Lyapunov, a superficie V(x) = ¢, ¢ € R, designa-se superficie

de Lyapunov ou superficie de nivel.

Definicao 4. [37, Definigdo 4.3] Uma matriz P(t) é designada de transformacao de Lyapunov se
e a matriz P(t) for ndo singular;
e as matrizes P(1) e P(t) forem continuas;
e e as matrizes P(t) e P~ () forem limitadas.

Teorema 2. |37, Teorema 5.7] A estabilidade assimptotica e a estabilidade marginal de sistemas

x = A(?)x, sdo invariantes a qualquer transformagéo de Lyapunov.

2.6.2 Estabilidade de Sistemas Lineares Variantes no Tempo Parametrizados

Um teorema que estabelece condig¢des suficientes para a estabilidade exponencial uniforme de sis-
temas lineares e variantes no tempo parametrizados, foi publicado por Anténio Loria e Elena Panteley

em 2002 [38]. Admite-se que estes sistemas podem ser escritos na forma
X = A(t, Mx, (2.14)

em que ¢ é a variavel tempo, e A um parametro independente. Um sistema x = f(z, x) pode ser posto na

forma (2.14) se todos os seus sinais forem limitados [39, pag. 626] e portanto A(z, ) for bem definida.

Definicdo 5. Uma fungéo f diz-se localmente Lipschitz se existir 0 < L < oo tal que

lf (. x) = f&. pll < Lix =y,

para qualquer (t,x) e (t,y) numa vizinhanga de (ty, X(ty)).
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Definicéo 6. Seja® € R? subconjunto fechado, ndo necessariamente compacto e f : RjXDxR" — R"
uma fungdo continua, com f(t,1,.) localmente Lipschitz uniformemente em t e .. A origem de um
sistema x = f(t,\,x) é dita \-ULES se existir r > 0 e duas constantes k, > 0 ey, > 0 tal que, para
todot > 1y, heD,

[Ix(to)ll < r = [I%(2, A, 1o, X(t)I| = [Ix(zo)[le™7~.
Adicionalmente, o sistema é dito L-UGES se o limite exponencial for verificado para todo (1, x(ty)) €
Rg X R™,
Definicéo 7. Seja uma fungédo ¢ : Rj x D — R™" continua. Diz-se que ¢(.,.) € h-uniformely percis-

tently exciting (\-uPE) se existirem dois parametros u e T > 0, tal que, para qualquer \ € D

t+T
f ¢(T$ }\)¢(t’ X)Td"; thO'

Teorema 3. Considere-se o o sistema
é

h

AL =B\
-C(t,\) 0

€

h

(2.15)

sob os pressupostos

o Existe ¢y tal que para qualquert > 0 e para qualquer h € D

max {IIB(I, M, H 88(;2, i H} < ¢um,

em que ||.|| representa a norma induzida de matrizes.

o Existem matrizes simétricas P(t, ) e Q(t, \) tal que P(t, B, )" = Ct, )T e —0(t, L) := A, M) P(t, M)+
P(t, VA, \)+P(t,)). E também, existe p.,, pu, g, qu > O tal que, para quaisquer (t,) € RyxD,
Pm < P(t,N) < py € g < P(t,N) < qu.

Entao o sistema (3.28) é A.-UGES se e s6 se B(t,\) é h-uUPE.

2.6.3 Input-to-State Stability

Esta ferramenta fornece as condicdes suficientes para a estabilidade de sistemas com entradas,
i.e. condi¢des para as quais o estado se mantém limitado quando a entrada é limitada.

Antes de enunciar o teorema é necessario introduzir alguns conceitos:

e Uma fungéo o : Rj — R, diz-se de classe K., se for continua, estritamente crescente, n&o

limitada e satisfizer a(0) = 0.

e Umafungéo f : Rj XRj — Ry, diz-se de classe K L, se (., 1) € K para qualquer ¢, e f(r,1) — 0

com r — oo.

e Um sistema definido pela equagéo diferencial x = f(z, x, u) designa-se 0-GAS se for globalmente

assimpototicamente estavel quando u = 0.
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e Um sistema goza da propriedade de ganho assimptético se

Jim [Ix(@)] < v(lll),

para qualquer x(#), u(t), vy € K, em que ||.|| designa a norma euclidiana de vectores, € ||x||c :=

max |x;|.
1<i<n

Definicao 8. Um sistema é dito, em linguagem anglo-saxdnica, input-to-state stable (ISS), se existe
uma fungédo P de classe KL e uma fungcéo vy de classe K., tal que para qualquer estado inicial x(ty) e

qualquer entrada limitada u, a solugao x(t), e satisfaz
X < BAlIx(20)ll, 7 — 20) + Y(|[ullco)-

O conceito de ISS é muito importante para a classificagdo dos sistemas néo lineares existindo
na literatura especializada um corpo teorico de suporte bastante forte e completo. O teorema que

seguidamente se apresenta foi estudado no ambito do trabalho e pode ser encontrado em [40].

Teorema 4. Um sistema x = f(t,x,u) é ISS se e s se é 0-GAS e goza da propriedade de ganho

assimptatico.

2.7 Comentarios Finais

No presente capitulo introduziram-se os conceitos fundamentais estudados no &mbito deste traba-
Iho. Foram descritas varias alternativas para representar uma rotagdo. A matriz de rotagéo, que nao
apresenta singularidades, é definida por nove parametros. As representagdes por angulos de Euler ou
por vector de rotagdo que necessitam somente de trés parametros, apresentam no entanto singulari-
dades. Os quaternides, que sao definidos por quatro parametros, e ndo apresentam singularidades.

As cinematicas de posicao e velocidade, descritas num referencial inercial externo, séo lineares e
invariantes no tempo; 0 mesmo nao acontece quando estas cinematicas sao descritas no referencial
do corpo, ai obtém-se um sistema linear variante no tempo. A cinematica de atitude dada em termos
da matriz de rotagao é igualmente linear e variante no tempo.

Foram apresentados os principios de funcionamento dos varios sensores que, neste trabalho, se
consideram como parte integrante do sistema de navegagao de um veiculo auténomo. Os sensores
inerciais fornecem medidas de aceleragao e velocidade angular expressas no referencial do corpo.
Estas sdo medidas indirectas das grandezas a estimar. As medidas destes sensores sao afectadas
por ruido e polarizagdes. Considera-se que o sistema de navegagao também se encontra equipado
com receptores que medem a distancia a emissores estaticos, 0s quais sao sensores auxiliares que
fornecem medidas absolutas.

Foi estudado um algoritmo de interpolagdo esférica que, a partir das distancias medidas aos emis-

sores, permite calcular a posicao dos emissores no referencial em os receptores sao estaticos, e a
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posicao dos receptores no referencial em que os emissores sao estaticos. Verificou-se que a geome-
tria dos receptores e dos emissores influencia grandemente a qualidade dos resultados do algoritmo.

Introduziram-se ainda, algumas definicdes e teoremas relativos a anélise de estabilidade de siste-
mas dinamicos descritos por equagdes diferenciais nio lineares. Estes teoremas seréo utilizados no

capitulo seguinte, no projecto dos observadores em tempo continuo.
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Capitulo 3

Projecto de Observadores em Tempo

Continuo

3.1 Descricao Geral

Neste capitulo, apresenta-se a sintese e analise de dois observadores em tempo continuo com
garantia de taxa de convergéncia exponencialmente rapida, que permitem estimar a posigao e atitude
de um veiculo em trés dimensdes. O desenvolvimento destes observadores baseia-se na teoria de
estabilidade de sistemas nao lineares, nomeadamente em fungdes de Lyapunov, e sistemas lineares
variantes no tempo parametrizados. Esta abordagem surge como alternativa as técnicas usuais de
fuséo sensorial que utilizam filtragem de Wiener e de Kalman, com as quais nao é possivel, em geral,
obter garantias de estabilidade para sistemas nao lineares.

Ao longo deste capitulo, assume-se que o0s observadores recebem leituras de giroscopios, acele-
rometros e distancias aos emissores de ultra-sons de forma continua. O primeiro observador apresen-
tado neste trabalho, admite que a leitura dos giroscépios é exacta, enquanto que o segundo observa-
dor ja considera a existéncia de polarizagdes nas leituras dos giroscépios e utiliza a propria dinamica
para as estimar e compensar.

A derivagéo dos observadores de atitude e posigao é realizada separadamente. O observador final
é constituido por um observador de atitude e outro de posi¢do organizados em cascata. E provada
a convergéncia exponencialmente rapida do erro de atitude e posigcao, e indicados os pressupostos e
condicdes em que isso acontece. Para cada um dos observadores é ainda apresentada uma simula-
c¢ao ilustrativa do seu funcionamento. Por fim, mostra-se que as leis de retroac¢cdo dependem apenas
das leituras dos sensores e dos estados do observador.

A derivagao destes observadores, apoia-se em teoria desenvolvida em [15] e [16]. O observador
de atitude que nédo considera a existéncia de polarizagées foi apresentado em [16], e o observador de

atitude que estima as polarizagdes dos giroscopios é uma adaptagao de um observador também de-
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rivado em [16]. Ambos 0s observadores de posi¢ao constituem contribuigdes originais deste trabalho.

Neste capitulo, foi decidido apresentar os observadores de atitude com algum detalhe por questdes
pedagdgicas e contextuais e também devido a serem resultados recentes. Estes resultados foram
apresentados pelos autores recentemente em conferéncias, e por este motivo, é possivel que a data
da apresentacao desta tese, o leitor ndo tenha acesso as publicagdes nas bases de dados electrdnicas

das respectivas organizagdes.

3.2 Referenciais de Interesse

Neste trabalho consideram-se trés referenciais de interesse, ilustrados na Figura/3.1. O referencial
{B}, é o referencial solidario com o veiculo; {E} é o referencial inercial Terra; e {L} o referencial
inercial denominado local. O referencial {L.} encontra-se no centrdide dos emissores de ultra-sons
que auxiliam o posicionamento do veiculo, e a sua localizagdo em relagédo ao referencial {E} mantém-

se constante.

O

Figura 3.1: Referenciais de interesse.

Com os emissores e 0s receptores acusticos, utilizando um método de interpolagao esférica, pode-
se obter a posicao dos receptores no referencial {L.} ou a posigao dos emissores no referencial {B}.
Serao utilizadas as posigdes dos emissores em {B}, e a posigdo de um dos receptores acusticos em
{L} que, sem perda de generalidade, sera considerado a origem do referencial {B}. Seja b; a posicéo
do emissor i no referéncial {B}, e “p a origem do referencial {B} expressa no referencial {L}. Pode-
se obter a posicao da origem de {B} relativamente a {L} expresso em {B}, p, através da matriz de

rotacao entre os dois referenciais

em que R é a notagao simplificada para a matriz LR. Os vectores b; e p estao relacionados através da

expressao

b; = R" L%, - p, (3.1)



em que %, é a posi¢ao do emissor de ultra-sons i no referencial {L}, comi=1, .., n,emque n é o

numero de emissores. A relagao (3.1) também pode ser expressa em forma matricial como
B =R"X - p1f,

onde B := [Bl Bn], X = [qu Lin], B,X € M(3,n) e 17 := [1..1]". Os vectores ’x;, b; e p
encontram-se ilustrados na Figura 3.2. Por definicao, o referencial {LL} encontra-se no centroide dos

emissores

Z%‘q =0.

i=1

Figura 3.2: Posicoes dos emissores de ultra-sons relativas aos referenciais {B} e {L}.

3.3 Sintese e Analise do Observador

Por razdes de simplicidade, considere-se a seguinte notacao

R = LR
p="("Puur) (3.2)
v=" (L Borig)
o ="(w,)

Para ajudar na sua distingéo, os valores reais, ou nominais, serdo identificados como, p, v, @, R, en-
quanto os valores estimados serdo identificados como p, ¥, R. Tendo em conta a notaco introduzida

em (3.2), a leitura do acelerémetro (2.5), e definindo a := ay.,,, a cinematica do corpo rigido pode
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ser escrita como

Pretende-se que os estados do observador sigam os do sistema real sempre que partilhem as
mesmas condi¢des iniciais, e quando nao for o caso, que o estado estimado convirja para o estado do
sistema real.

Os dois observadores propostos (sem estimacao das polarizagdes nos giroscépios e com esti-
magao desta grandeza) sdo baseados na cinematica do corpo rigido, e sdo descritos pelo seguinte

sistema de equacgdes diferenciais
R = R(®)"
p=v—(0)"p+ s,
v=a+Rlg— (0)'V+s,

em que @, s, e s, sdo termos de retroacgéo, com a fungdo de compensar os erros de estimagéo, e o*

€ uma estimativa da velocidade angular do veiculo.

OJSElsor ) OGservador h
B [ de Afitude

A
3

—-_=

OGgervador
de Pogicao

<>o>

Lp |

Agensor |

< b= b= =

Figura 3.3: Representacdo em cascata dos observadores.

Os observadores totais sdo compostos por dois observadores, um de atitude e outro de posigao
linear, e possuem uma estrutura em cascata como ilustrado na Figura 3.3. O observador de atitude
recebe como entrada a leitura dos giroscépios e a posicdo dos emissores de ultra-sons no referencial
{B}, e fornece ao observador de posi¢ao, uma estimativa da velocidade angular do veiculo, e uma
a estimativa da matriz de rotagdo que define a atitude do veiculo em relagéo ao referencial {L}. O
observador de posigao, por seu lado, além das grandezas recebidas do observador de atitude, recebe
os dados do acelerometro e a posi¢ao do veiculo no referencial {L}. Sempre que se referir observador

significara todo o conjunto, observador de atitude e posi¢do. Quando se pretender referir cada uma das
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suas componentes, estas serdo designadas respectivamente por, observador de posicdo e observador
de atitude.

Além do sistema nominal e do sistema estimador, para realizar a andlise da dinamica do obser-
vador, é ainda Util considerar um terceiro sistema dinamico que represente a evolugado do erro de

estimagao ao longo do tempo. Para tal, comega-se por definir o erro como

R = RR"
p:=p-p
Vi=Vv-¥

A dinamica do erro de estimagao é entao dada por

R = RR@® — @))" (3.3)
pP=V-—(0)'p-(@"p+s, (3.4)
V=R-R g — (0)"V - (@)"V +s5,. (3.5)

3.3.1 Observador que nao Considera Polarizac6es nos Giroscopios

Observador de Atitude

Para derivar o observador de atitude necessita-se de definir uma transformacao linear da posi¢ao

dos emissores de ultra-sons no referencial {B} b, [16]
n—1
B= - T .
u; = Za[j (b,’+1 - b,’), J= 1, Y 1,
i=1
em n é o numero de emissores. Esta combinagao linear pode ser expressa na forma matricial como

_ _ 01y,— I._
B0 := BDyAx, Dy := ol " , Ax = [aj].
In—l 01><n—1

E importante também definir

Segundo [16] é ainda valida Proposigao 1. Na notagdo empregue, M(m,n) representa o conjunto
formado pelas matrizes com entradas reais e dimensédo m X n, M(n) := M(n,n), O(n) € M(n) e repre-
senta o conjunto formado pelas matrizes ortogonais reais com dimensao n x n, diag(.) representa a
matriz diagonal formada pelos argumentos, e blkdiag(.) representa a matriz diagonal por blocos, cujos

blocos sao os argumentos.

Proposicao 1. (Proposicdo 3 de [16]) Se H := XDy possuir caracteristica completa, existe uma matriz

ndo singular Ax € M(n), tal que, UXU)T( =L
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Demonstragdo. Faca-se a decomposicdo em valores singulares (SVD) de H = USV? onde U € 0(3),
V € 0(3), S = [diag(sy, 52, 53) O3x(u-3)] € M(3,n), € 51 > s, > s3 > 0 sdo os valores singulares de
H. Qualquer Ay dado por Ax = V,blkdiag(s;',s;',s3',B)V%, onde B € M(n — 3) € nao singular e
V4 € O(n), origina UxU}, = HAxAJH = UV V,U" = L. o

Para auxiliar a derivagao do observador de atitude, considere-se a fungéo de Lyapunov candidata

dada por [16]

n—1
Ve =5 178 =P = [ - RUXUE] =
i=1

N =

1 3
Z”I —RIPATPA = (1 = cos(0))ATPA,

onde P := tr(UxUH)I - UxU% € M(3) e tr(.) indica o trago da matriz, tal que tr(E) := Z e, E€ M(n) e
k=1
=1

e;; € 0 elemento da linha i e coluna j da matriz E. Escolhendo Ay, tal que, UXU§ (Proposicao 1),

a fungao de Lyapunov (3.6) toma a forma
- 1 .
Vg = tr|(I-R)| = - RI? = 2(1 = cos(0)). (3.7)
A fungao de Lyapunov (3.7) tem como derivada [16]
. ~ ~ \ T - -
Vg = ((73 ~R7) ) R (@ — @) = 2sin(@O)RTA, (3.8)

onde (.)¥ é a operagao que verifica ((a)A)v =a,a € R,

Esta-se agora em condigdes de derivar a lei de retroacgao de atitude [16]
® = ®@ — KySy), (3.9)

em que

So 1= RT(R - RT)Y = 2sin(O)RT A (3.10)
e K, € R*. Com esta lei de retroacgao a derivada da fungdo de Lyapunov (3.8) fica
Vg = —Koulisoll* = —4K,, sin*(0), (3.11)

que é negativa semi-definida, podendo-se concluir que a fungao de Lyapunov decresce ao longo das

trajectérias do sistema. O conjunto invariante da fungao de Lyapunov é dado por
Ig = {R e SOB): R=1VR =rot(m, 1), A SQ)},

entdo para qualquer estado inicial com 6 = 7, ndo é garantido que o sistema convirja para o estado
pretendido, 6 = 0.

Seguidamente utilizar-se-a o operador rank(A) como operador que extrai a caracteristica da matriz
A.

Pressuposto 1. As posi¢cées dos emissores de ultra-sons ndo sdo todas colineares, ou seja, rank(X) > 2.
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Lema 1. (Lema 2 de [16])
A funcédo de Lyapunov Vg tem um minimo local tnico em R = I se e sé se o Pressuposto 1! for

verificado.

Demonstragdo. Por [15, Lema 1] sabe-se que Vg > 0 se e s6 se rank(Uyx) > 2. E observando que
Ay e [Dy 1,] sd0 nao singulares, e que rank (Uy) = rank ([Uy 0]) = rank (X [Dy 1,] [on 0 ) = rank (X),

completa-se a demonstragao. O

Caso rank(X) = 2 as condigdes da Proposic¢ao [1/nao sao verificadas. Nesse caso é ainda possi-
vel obter uma matriz com caracteristica completa através da geragao de uma direcgao ortogonal as
colunas de X [16), Apéndice A].

Aplicando as equacgdes (3.9) e (3.10) a (3.3), obtém-se a seguinte dindmica para o erro da matriz
de rotagao

R = K,RRT - R).

No Teorema 5 prova-se que o erro de atitude converge exponencialmente para a origem para as

condigbes iniciais que verifiquem 0(zy) # .

Teorema 5. (Teorema 4. de [16]). O sistema em malha fechada (3.3) tem um ponto de equilibrio
exponencialmente estavel em R = 1, para qualquer condicéo inicial R(ty) na regido de atraccdo R, =

{R € SO(3) : R =rot(8,4),]0] <, A € S(2)}, e a trajectdria do erro de observagéo satisfaz
IR() ~ T < kglIR(t9) — Tle™27%0=10), (3.12)
onde kg =1 e yg = 2K, (1 + cos(0(tp))).

Demonstragcdo. Considere-se a fungao de Lyapunov (3.7) e a sua derivada (3.11). O conjunto onde

Vg = 0 é dado por Iz. Como Vg < 0 0 conjunto contido numa superficie de Lyapunov
Q, :={ReS03): Vg < p}

¢ positivamente invariante [36], ou seja, qualquer trajectéria que se inicie em Q, ir4 permanecer em
Q,.

Para qualquer p < 4 a fun¢édo de Lyapunov é estritamente decrescente em Q,. Rescrevendo a
derivada da fungéo de Lyapunov como Vg = —2K,,(1 + cos(0))Vg e aplicando Lema de comparagéo

(Comparison Lema [36]) obtém-se

Va(R(®) < 2K, (1 + cos(0))Vg(R(1)) =

Vr(R(1)) < Vr(R(tg))e™ 2 Trees@mity,
Aplicando uma raiz quadrada em ambos 0s membros da equagao, obtém-se o resultado (3.12). O
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Observador de Posicao

Como se assume que as leituras dos giroscopios ndo sao afectadas por polarizagdes, a estimativa

de velocidade angular é a propria leitura do sensor
0" =0 = O

As leis de retroaccéo de posicédo e velocidade s&o obtidas definindo os termos s, e s, da seguinte

forma

- Rp), K, >0 (3.13)

|
|
—
=

s, =K,

s, =—K,(p-R""p). K, >0, (3.14)

em que 'p designa a posigéo da origem do referencial {B}, em relagéo ao referencial {L}, expressa
no referencial {L}.

Estas ndo sao as Unicas leis de retroacgao possiveis. Uma outra possibilidade era defini-las como

Sp = —Kp(f)—p), K,>0
Sy, = _Kv(f)_l_))’ Kv > 07
n
Z b;, sendo n 0 nimero de emissores de ultra-sons. Contudo

i=1
estas leis de retroacgéo foram preteridas, por existir muito mais sensibilidade no calculo de p, do que

pois p pode ser obtido através de p =

S =

nos célculos de b;. Esta diferenca de sensibilidade, tal como estudado na Seccéo 2.5, deve-se ao
facto dos receptores acusticos estarem a bordo de uma plataforma, e por isso as distancias entre eles
serem, em geral, mais reduzidas que as distancias entre os emissores de ultra-sons. A Figura 3.4

ilustra esta questao.

D Emissores de
\g-’; Ultra-Sons

O

O Receptores Actisticos

Figura 3.4: llustragado dos emissores de ultra-sons e dos receptores acusticos.

Juntando as equagodes (3.4), (3.5), (3.13), (3.14), obtém-se a seguinte dindmica para os erros de

34



posicao e velocidade

b=7-@"p-K,(p-R""D) (3.15)

V=R-R" 'g- @) V-K,(p-R"p). (3.16)

O Teorema |6/ garante que o sistema formado pelas equagdes (3.15) e (3.16), é globalmente expo-

nencialmente estavel.

Pressuposto 2. Para qualquer vy, > 0, existe k, > 0, tal que a posi¢do do veiculo satisfaz
IR < kpe?r .

Este pressuposto, na pratica, ndo constitui uma restrigao, pois é verificado por limitagdes fisicas,
quer pela limitagao fisica intrinseca imposta pela velocidade da luz, quer por limitagao dos actuadores

existentes nas plataformas méveis.

Teorema 6. Assuma-se que ndo existem polarizagbes nas medidas fornecidas pelos giroscdpios e
que se verificam, o Pressuposto |2, e as condigdes do Teorema|5. Entao, os erros de estimagéo con-
vergem exponencialmente rapido para o ponto de equilibrio (R, p, ¥) = (1,0, 0) para qualquer condi¢do
inicial que satisfaca (p, V) € R3 x R3. Ainda, se R for uma grandeza conhecida, a origem do sistema

(3.15,3.16) ¢é globalmente exponencialmente estavel.

Demonstracdo. Como R = RR” e p = p — p, tem-se que

Considere-se a transformagao linear R realizada sobre os vectores p e ¥. Esta é uma transforma-
¢ao de Lyapunov. Como det(R) = 1 a transformagcéo é nao singular, R e R sdo continuas, e qualquer
matriz de rotagao € limitada. Entao, pelo Teorema 2, as conclusbes de estabilidade acerca do sis-
tema transformado, sdo igualmente validas para o sistema original. Pode verificar-se que qualquer
matriz de rotagcdo R, é efectivamente limitada, observado que para qualquer x, x’Rx = cos(0)|Ix||?,
{6 € [0 ] : R=rot(6,A), A € S(2)}.

A dinamica do sistema transformado é dada por

d - .. = = =\
—(RD) = RV — K,Rp - K, (1-R)Rp (3.17)
%(m) = (R"-1)'g- K,p - K, (I- R)Rp (3.18)
que pode ser reescrita na forma matricial como

&= A£ +u, (3.19)
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— P - R 03_><3 ] - [_K,rl3x3 J NS ] - _Kl’(l_k)ﬁp
onde x [f’ ]’ £ [03><3 z % A Kl 03 | €U —K,(I-R)Rp+(RT-1)" g |’

O sistema (3.19) é linear e invariante no tempo. Os valores proprios da matriz A sao dados por

cada um deles com multiplicidade 3, o que corresponde a trés sistemas de segunda ordem, desaco-
plados, o que permite concluir que para quaisquer K, > 0, K, > 0, Re(h;) < 0 e Re(hy) < 0. Entdo A é
Hurwitz, e portanto o sistema (3.19) é estavel.

Pelo Teorema 5/ sabe-se que existe kg, yz > 0 tal que
[R(0) — 1|| < ke [Ratp) — T[] &7

O vector de entrada ||ul| verifica a seguinte inequacao

T

(- R) o]+ |[(R - 7)1

< [[R=1| (K, + K)lipll + I1"&l)

lull < K, [[(1- R) Ro|| + K.

Tirando partido do facto que ||p(¢)|| verifica o Pressuposto 2, tem-se que
(@)l < ke ¥,

onde k, = 2kg max {(K, + K,)ky. I8} [R(to) = 1| € v = = = ¥p-
O estado transformado &(¢) verifica
!
g0l = gt + [ Puar
fo
e por [36] a estabilidade da origem implica que existem k,,y, > O tal que |le*|| < k,e™%!, e por
conseguinte a seguinte inequacgéao é verificada

f
IEDN < ke " ONER)]] + Kok f e V) g

to
~Yult=10) _ p=Ya(t=10)

= ko T OEO) + Kok,

Ya = Yu
k k i N —
< kae O NER)I| + W”%Yle‘mm{ tusYal1=t0)
a u
k k in{y —
< 2max {ka||§-‘(t0)||, 4w }emm{ Vuta)t=10)
Va = Yul

Concatenando o erro de atitude e o estado transformado como xs := (7? -1, f) e aplicando as desi-
gualdades |Ix/|| < [[R - I|| + [I€]l e max{ll?? =1, ||§||} < |Ix;Il, obtém-se um limite superior exponencial
dado por

X (DIl < kiaxlIX f(fo) e~ Ym0,

dkgkg
Ya=Yul

onde Knay = 2max {kg, 2k, max {(K,, + K,) kp. I*@ll}}, € Ynin = min{ys. v —v,). Entdo, as tra-

jectérias do sistema (R(¢),&(¢)) convergem exponencialmente rapido para a origem. O facto que
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lE@I = x| implica a convergéncia exponencial do observador em cascata. Se R for conheci-
dos, entdo u(¢) = 0 e a origem de (3.19) é globalmente exponencialmente estavel pelas propriedades
dos sistemas lineares e invariantes no tempo. O

Resultados de Simulagao

Erro de Atitude

=0

€ € €

IR -1

10 15

ok

Tempo (s)

Figura 3.5: Simulacao da evolucédo do erro de atitude do observador que ndo considera a existéncia

de polarizagdes nos giroscopios.

Para ilustrar o funcionamento do observador foram realizadas algumas simulagdes recorrendo ao
programa MATLAB. Nestas simulagdes o veiculo descreve uma trajectria em hélice e o observador
nao tem qualquer conhecimento do estado inicial do veiculo. Os erro iniciais para cada grandeza séao

apresentados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Erros inicias das simulagoes.

Grandeza Erros Iniciais
0(10) 2135 (rad)
p(to) (-1 111" (m)
V(7o) [-0,500,11" (ms™")

Além dos erros considera-se que os giroscopios nao possuem polarizagdes, ou que estas foram
compensadas a priori, e que as posi¢cdes dos emissores de ultra-sons no referencial {L} sdo dadas

por

i =[-5 -5 =-5"

L%, =155 -5]"
L3y =15 -551F
Lz, =[-555]"
Lgs =1000]".

37



Repare-se que estas posi¢des respeitam a definicao

n

Z%‘q =0,

i=1
e (1) respeita o Pressuposto 2. Foram realizadas simulagéos para os ganhos: K, = K, =
K,=K,=K,=3ekK, =K, =K, = 10.

w =1,

Erro de Posicédo

Erro de Velocidade
T T 25 T -
— K,=K,=K, =1 — K, =K,=K, =1
1.6 ---K,=K,=K,=3 | ---K,=K,=K,=3
L4 K,=K,=K,=10 al K,=K,=K,=10|

(V][ (ms™1)

Tempo (s) Tempo (s)

(a) Erro de Posicao (b) Erro de Velocidade

Figura 3.6: Simulagao da evolugao do erro de posigao e de velocidade do observador que nao consi-
dera a existéncia de polarizagdes nos giroscopios.

Vista 3D

— Trajectéria Real
—— Trajectéria Estimad

0.5
1

15 15

Eixo y (m) Eixo x (m)

Figura 3.7: Trajectérias real e estimada quando os ganhos do observador sédo: K, = K, = K, = 10.

Na Figura 3.5 observa-se a evolugdo no tempo do erro de atitude. As Figuras [3.6(a)| e |3.6(b)
ilustram, respectivamente, os erros de posicéo e velocidade. E faciimente identificavel a convergéncia
exponencial dos varios erros. Na Figura 3.7/ sdo apresentadas as trajectérias real e estimada para a
simulagdo de com ganhos mais elevados. E visivel que a posicdo inicial é distinta da real assim como
a orientagao.

E de notar que o aumento dos ganhos conduz a observadores mais rapidos, podendo desta forma

serem utilizados como parametros de ajuste para condicionar, de uma forma simples, a dinamica do
observador.
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3.3.2 Observador que Considera Polarizacoes nos Giroscépios
Observador de Atitude
A existéncia de polarizagdes nos giroscopios, implica que
Ogensor = @ + Bu);
onde o valor nominal das polarizacdes b,, é considerado constante, ou seja, Bm = 0. O erro na
estimacéo das polarizagdes nos giroscopios é definido como b,, := b, — b,,, onde b,, é 0 vector de
polarizacées estimadas b,,.

Alterando a fungado de Lyapunov (3.7) de forma a ter em consideracao a existéncia destas polari-

zagoOes obtém-se
1

=~ | 1 ~ -
V= tr|[I=R)| + =——Ibol* = =[IT - RI? + b, |I*
p = tr[(I-R)| 7, IBoll’ = ZI = RIP + 5Bl
"1 " (3.20)
=2(1 - cos(0)) + Tbmllbmllz,
e a sua derivada é dada por
. 1 +0n
Vi, = s! (& — @) + —Db’ b, (3.21)
Ky,
Neste observador a lei de retroacg¢ao de atitude é dada por
o= O gensor — Bw - KySp = @ — Bm - KySw, (322)

emque K, € R, etalcomoem (3.10),
So 1= RT(R - R")Y = 2sin(O)RT M.
Aplicando a lei de retroacgao (3.22) a de derivada da fungao de Lyapunov (3.21) obtém-se

) L 1 e
vhzsg(m—m)+K—bgbw

- 1 2qn
= —s! (by + KySw) + K—bZme

(0]

1 20 ~
= —KylIsol* + (=s5 + —Db!)b,,

(0]

sabendo que b = 0 e definindo b, = b, = K;, s, fica-se com
Vb = _K(JJ||S(JJ||2’ (3.23)

O observador de atitude é portanto constituido por mais uma equagéao diferencial, para lidar com a

existéncia de polarizagdes nos giroscopios, dada por

b, = f.)w = K, So- (324)

W

Tendo em conta a lei de retroacgao (3.22) e a equagao diferencial (3.24), a dindmica dos erros de

estimagao do observador de atitude pode ser escrita como
ﬁ = _KU)@(R - RT) - ﬁ(ﬁﬁm)/\
(3.25)

b, = K, R(R - R")Y

O Lemal2lintroduz condigbes suficientes para que os erros de estimagao sejam limitados.
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Lema 2. (Adaptagdo do Lema 6 de [16]) Os erros de estimacdo X, = (R,b.) sdo limitados para

qualquer condigdo inicial que respeite

-
7, [bu (o)l

A0 + cosO@)) (3.26)

Demonstragédo. Seja Q, = {X, € D, : V, < p}. Como a fungéo de Lyapunov (3.7) é uma distancia
pesada & origem, existe v tal que |%,]I> < vV, e Q, é um conjunto compacto. V, < 0 implica que
qualquer trajectéria que tenha inicio em Q, se mantém em Q,,. Entdo, para qualquer ¢ > ¢ty tém-se que
1%, (D)]I> < YV, (X5(t0)) € 0 estado & limitado.

A condigdo de ganho (3.26) € equivalente a V,(X,(t))) < 4. A invariancia de €, implica que
Vi(Xp(2)) < Vip(Xp(tp)), € entdo 2(1 + cos(0)) < Vi (Xy(fy)) < 4 e consequentemente 4y @ 0(f) <

max

e(Z‘O) < Qmaxvtzm- O

O Teorema [7/ garante a convergéncia exponencial do estado estimado de atitude e polarizagdes,

para o estado nominal.

Teorema 7. (Adaptagao do Teorema 7 de [16]) Assumindo @ limitado e para qualquer condigéo inicial
que satisfaca (3.26), o erro de atitude e de polarizagbes nos giroscopios converge exponencialmente

para o ponto de equilibrio (R, b.) = (I,0).

Demonstracdo. Utilizando a ferramenta de analise para sistemas lineares variantes no tempo para-
metrizados [38], o sistema (3.25) na forma x, = f(¢,X,)X, € rescrito como x, = A()A, 1)X,. Onde o
parametro A esta relacionado com as condigdes iniciais do sistema (3.25). As solugdes dos sistemas
X, = f(t,%xp)X; € X, = A(A, )X, S80 idénticas se tiverem o mesmo estado inicial, i.e. x,(fy) = x,(%o).

Ira ser utilizada a transformagédo de coordenadas proposta em [20]. Considere o erro de atitude
expresso na forma de quaternides, em que a parte vectorial € dada por q, = sin (%) A, entdo a dinamica

em malha fechada é
1

(:iq = EQ((‘D(_QB(D - 4Km‘]q£]s)

. (3.27)
b, = 4Kb,R" Q" (9)q,,
onde Q(ﬁ) =g+ (Qq)Aa q= [(IZ q.s‘]T7 gs = COS(%): € EI; = _ZK(DqZ;quS - %qgf)w

Seja x, := (44, bw), X, € D,, € D, := B(3) x R}, com B(n) := {x € R" : x'x < 1}, e defina-se o
sistema (3.27) no dominio D, = {x, € D, : V, <4}. o conjunto D, é dado pelo interior da superficie
de Lyapunov V,, = 4, e portanto é bem definido e é positivamente invariante. A condigdo (3.26) garante
que o estado inicial esta contido em D,.

Seja Xy = (Ggx» boy) € D, := R*xR3, e defina-se o sistema linear variante no tempo parametrizado

o _ [ Aen BTN
X, = [7%M 0P ] % (3.28)
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onde A € R x D,, e as sub-matrizes s&o definidas como
A1, V) = [-2K0q,(1, W@, M)]
B0 = [—%@TQT@@, x»] ,
ch = [-4R"Q @, V)|,

e §(z,\) representa a solucéo de (3.27) com condigdes iniciais A = (1, (o), b, (19))-
As matrizes A(t, 1), B(t,\), e C(t, )), sao limitadas e o sistema é bem definido [36, pag. 626].
Se o sistema parametrizado for A-UGES, entéo o sistema (3.27) € uniformemente exponencial-

mente estavel em D, [38, pag.14-15]. O sistema parametrizado verifica os pressupostos de [38]:

1. Como @ é limitado, os elementos de B(t, 1), e

oB(t,\)
o

1 = ~ = 2
[—E(RTQT(qa, M) +RIQT @, x)»] ,
sao limitados, e entao existe by, tal que

max {||B(t, M, H()B(I, }L)H} < by,

AERS XDy, 120 ot

onde ||.|| € a norma euclidiana de matrizes.

2. As matrizes
P(t,)) = 8K, I, Q(t,\) = 32K, 32 (1, VK, L,

sao positivas definidas e satisfazem
Pt MNBT(t,h) = CT (1, L)
—0(t,\) = AL (1, )P, \) + P(t, )AL, \) + P(t, )
e também sao satisfeitas as condi¢cdes de simetria e existéncia de g,,, g , pm € Pu, tal que,
gml < Q(1,0) < qul,
pul < P(t,N) < pul,
com g,y = 32K, Ky, cos? (%), gy = 32KuKy,, pm = pu = 8K,

O sistema (3.28) is A.-UGES se e s6 se B(f,A) € A-uPE [38]. Para tal, a condigédo suficiente
B(t, )BT (t,\) > ozl é mostrada para ap > 0 independente de t e A.

1 1- T
B(t,WB (1, 1) = (—ERTQT(Q)) (—ERTQT(Q))
1- _
= ZRTQT(Q)Q(G)R
!
1 .- _ 1 _
ZyTﬂTQT@)Q(qmy = Z(Ilyllz - (y"R@,)"
llyll? _
> 21— 1gP)

2
= lyll"ce.
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onde ¢ := 1 cos? (%emax). Entdo B(t, )BT (t,)) > col e a condigdo de persisténcia de excitagio é
satisfeita. Desta forma, o sistema parametrizado (3.28) é A-UGES, e o correspondente sistema nao

linear (3.27) é exponencialmente estavel no dominio D,. O

Observador de Posicao

Neste observador a utilizagao da medida directa da velocidade angular nao é possivel devido
a presenga de polarizagdes na leitura dos giroscépios. Por conseguinte, € necessario utilizar uma

estimativa de @, definida como

O := Ognsor — Dy = @ — by, (3.29)

Embora a dindmica de atitude se tenha alterado devido a introdugao da polarizagdo nos giroscépios,
as leis de retroacgao de posigao e velocidade podem ser idénticas

sp=-K,(p-R""p). K, >0 (3.30)

s, =K, (p-R""p). K, >0, (3.31)

Utilizando as equacbes (3.4), (3.5), (3.30), (3.31), e a definicado (3.29), obtém-se a seguinte dina-

mica para os erros de estimagao de posigao e velocidade

p=7-(0)'p+b,)p-K,(p-R"p) (3.32)

V=R-R) g - (@")"V+(B,)"'V - K, (p - R""p). (3.33)

De seguida considera-se a versao do Teorema 6 para 0 caso com polarizagdes nos giroscopios,

Teorema 8, o qual vai permitir concluir acerca da estabilidade exponencial dos erros de posicao e

velocidade.
Pressuposto 3. Para qualquer vy, > 0, existe k, > 0, tal que a velocidade do veiculo satisfaz
VOl < ke,

A semelhanca do Pressuposto 2, este pressuposto, na pratica, também nao é limitativo por razdes

semelhantes.

Teorema 8. Assuma-se que se verificam o Pressuposto |2, o Pressuposto|3, e as condigbes do Teo-
remal7/. Entdo os erros de estimagdo convergem exponencialmente rapido para o ponto de equilibrio
(R, by, p, V) = (I,0,0,0) para qualquer condicdo inicial que satisfaga (3.26) e (p,¥) € R? x R3. Ainda,
se R e b, forem grandezas conhecidas, a origem de (3.32,3.33) é globalmente exponencialmente
estavel.
Demonstracdo. Note-se que p — R7Lp = p + RT (I - @T)Rp, e considere-se a transformacéo de Lya-
punov R* aplicada as grandezas p, e ¥, onde R* = R*(w*)". A dindmica do sistema transformado é
dada por

%(‘R*f)) =RV - K,R'p + R'b,p - K,R'R" (I- R) Rp (3.34)

%(R*V) =R (R" —1)'g - K,R'D + R'b,v - KRR (1-R)Rp, (3.35)
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que pode ser rescrito em forma matricial como

E=Af+u (3.36)

R'b,p—K,R*RT (I-R)Rp
Rebyv-K,RRT (I-R)Rp+R*(R-R) L
(3.36) é linear e invariante no tempo e para K, > 0 e K, > 0 a matriz A é Hurwitz, e portanto o sistema

onde ¢ = [qf) (,?*]x, with x = [f)T VT]T, A= [:Kfl ol eu= [ . O sistema

€ estavel.
Pelo Teorema 7| sabe-se que para K}, suficientemente elevado, existem kg, ky,, y=,y» > 0 tal que
[R@) = 1| < kg ||Rato) — 1|| 772~
[Boto] <k [0 )
O vector de entrada ||lul| verifica a seguinte inequagao
Ihall < 11| (Aipll + V1D + || R = | (K, + Ko)lipll + 11°gll) -

Tirando partido do facto que ||p(®)|| e ||v(?)|| verificam respectivamente o Pressuposto 2 e o Pressu-
posto 3, mostra-se que

lu(@)l| < ke,

onde

ko = 2max {ky max{kp, k) IBo(to)ll, kg max{(K,, + K, Yk, I“@IHNIR — 1(zo)l]

vo = min{y, —max{y,w}, vk = v,},

que é positivo porque os valores de v, e de v, podem ser tdo reduzidos quanto se queira pelo Pres-
suposto 2 e pelo Pressuposto (3. O estado transformado &(¢) verifica
i3
€I = " )1Et0)I| + f A u(r)dr,
fo
e por [36] a estabilidade da origem implica que existem k,,y, > 0 tal que |le’|| < k,e™¥, e por

conseguinte a seguinte inequacgao é verificada

Kok ) minto o 16
€D < 2 max {kanf(to)n, " |}e minfaval(t~fo)

Concatenando o erro de atitude e o estado transformado como x; := (7? -1 Bw,f) e aplicando as
desigualdades [Ix/I| < [[R—=I||+[[by I+ €]l € max{[R—TI, [Iby ]I, [I€]l} < [Ix /I, um limite superior exponencial
é dado por

“Xf(t)” < Kmax| |Xf(t0)||g*‘{min (t—to) ,

onde

Wa=Yal Ya = Yul

8kaky max {ky. k) 8kikg max {(K,. K.k, I}
kmax = 3 max k‘R? kb, 2kaa

Ymin = min{ya, v, — max {y,. v} . v& = ¥}
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Entao, as trajectérias do sistema (3.25,3.36) convergem exponencialmente rapido para a origem.

O facto que [|£(®)|| = |Ix()|| implica a convergéncia exponencial do observador em cascata (3.25,3.36).

Se R e b,, forem conhecidos, entdo u(r) = 0 e a origem de (3.36) é globalmente exponencialmente

estavel pelas propriedades dos sistemas lineares e invariantes no tempo. O
Simulacoes
Erro de Atitude Erro na Estimatida das Polariza¢des dos Giroscopios
~ : —K.=K, =1
K, =K, =3
Ko =K. =10
2 1
T sl
T
34
05}
Tempo (s) Tempo (s)
(a) Erro de Atitude (b) Estimativa de polarizacdes

Figura 3.8: Simulagéo da evolugao do erro de atitude e estimativa das polarizagdes nos giroscopios.

A semelhanca do que foi efectuado para o observador que néo considera polarizagdes nos girosco-
pios, também para este observador foi realizada uma simulagéo do seu funcionamento. As condi¢gdes

iniciais podem ser encontradas na Tabela 3.2,

Tabela 3.2: Erros inicias das simulagdes.

Grandeza Erros Iniciais
0(10) 78 135 (rad)
bo(t0) | 75[-5 =5 = 51" (rads™)
p(to) [-1 111" (m)
V(to) [=0,500, 1] (ms™")

As posicoes dos emissores de ultra-sons também sao iguais. Os ganhos do observador utilizados

nesta simulagéo sdo também: K, = K, = K, =K, =1, K, =K, =K, =K;, =3e K, =K, =K, =

44



Ky, = 10. E de notar que estes ganhos satisfazem a condicdo de convergéncia (3.26)

Kle”Bw(to)Hz 00195 < 1. K X
G R

bl
A1+ cos0(g))) o = Bee =

w0 <1, K, = 10
A1 +cos0g)) o S e =

e que p(?) e V(¢) respeitam o Pressuposto 2 e o Pressuposto 3, respectivamente.

Erro de Posicéo Erro de Velocidade
1.8 . ; 2 . = ——
7 — K. =K, =K, =K, =1 — K=K =R =R =1
Ll ---K,=Ky, =K, =K,=3 || 18 e Ky =Ky = Ky = K, =3 |
’ K,=K, =K,=K,=10 K,=K, =K,=K,=10

[1Bll (m)

0 5 0 "5 0 5 10 15
Tempo (s) Tempo (s)

(a) Erro de Posicao (b) Erro de Velocidade

Figura 3.9: Simulagéao da evolugao do erro de posi¢ao e de velocidade do observador que considera

polarizagbes nos giroscopios.

Vista 3D

——Trajectdria Real
—— Trajectéria Estimada

—-2.54

Eixo z (m)

0.5

15 15 Eixo x (m)
Eixo y (m)

Figura 3.10: Trajectorias real e estimada quando os ganhos do observador séo: K, = K, = K, = 10.

Nos gréficos das Figuras|3.8(a),|3.9(a), 3.9(a) constata-se a convergéncia dos erros para a origem.
O grafico da Figura 3.8(b) mostra a evolugao da estimativa das polarizagées dos giroscopios para 0s
valores reais. Por existir mais um estado desconhecido, verifica-se que a convergéncia dos erros

de atitude é mais lenta do que nas simulagdes do observador que nao considera polarizagdes nos
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giroscopios. As trajectorias real e estimada para os ganhos mais elevados em trés dimensdes, séo

apresentadas na Figura[3.10L

3.4 A Lei de Retroaccao e as Leituras dos Sensores

Uma grande virtude dos dois observadores derivados, é o facto dos termos de retroacgao poderem
ser escritos como fungdes explicitas das leituras dos sensores. Para ambos os observadores de

posicao os termos de retroacgao sao dados por
sp = —K, (p-R""p)
s, = —K, (f) - 7?”[‘)) )

No observador de atitude, que ndo considera a existéncia de polarizagbes nas leituras dos giroscépios,

o termo de retroacgao é dado por

A

® = Ogensor — KpSw,
e para o observador que considera as polarizagdes é dado por
® = Wsensor — boo - KySo-

O vector “p é obtido directamente pelo método de interpolagéo esférica, considerando o problema
inverso de obter a posicdo dos receptores no referencial {L} a partir da medida das distancias aos
emissores de ultra-sons.

A dependéncia de s, das leituras dos sensores, foi derivada em [16]. Caso rank(X) > 3

So = Z (R"XDyAye;) x (BDxAxe;), (3.37)

i=1

com Ay tal que UxU? =1, Uy = RUDxA. E caso rank(X) = 2

(7A€TH£,AXae,~) X (EaAXae,-) , (338)

n
S =

i=1
em que e; é o vector unitario de cada eixo, e
H, = XDy XDye; x XDye;|, i # j
Ba = [BDX BDXe[ X BDXej] , 1 # ]',

e Ay, € tal que Uy, U}, = I, com
UXa = HaAXa-
3.5 Comentarios Finais

Neste capitulo foram apresentados dois observadores no lineares para a estimagéo de atitude,

posicao linear, velocidade angular e velocidade linear a partir de medidas de atitude, posicao linear,
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velocidade angular e aceleragao, com aplicagdo a veiculos que se movem em trés dimensodes. A prin-
cipal diferenga entre as solugdes apresentadas consiste na estimagao da polarizagao nos giroscépios
realizada pelo segundo observador. Embora os giroscépios possam ser calibrados, a calibragdo pode
deixar de ser valida em utilizagGes posteriores, para além de poder variar muito lentamente durante
a operagao. Com efeito, as polarizagdes nos giroscépios dependem das condigées envolventes, no-
meadamente da temperatura. O segundo observador ndo sofre destes problemas pois foi projectado
para rejeitar esta perturbacgéo, assumida constante durante a fase de projecto.

Além da dedugédo e demonstracdo formal das propriedades das solugdes apresentadas, foram
também realizadas simulagdes que permitem ilustrar o funcionamento dos observadores.

Outra grande virtude destes observadores decorre do facto das leis de retroac¢éo serem fungdes
explicitas apenas dos estados do observador e das leituras dos sensores. Evita-se assim aproxima-
¢Oes e estimativas feitas em paralelo, ndo contabilizadas no projecto dos observadores e que podendo
degradar o seu desempenho, comprometeriam as provas formais das propriedades das solugdes apre-

sentadas.
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Capitulo 4

Aproximacao em Tempo Discreto de
Sistemas Dinamicos em Tempo

Continuo

4.1 Descricao Geral

Neste capitulo apresentam-se sucintamente alguns métodos para discretizar sistemas lineares e
invariantes no tempo (SLITs) e a aplicagao de resultados recentes da teoria da andlise numérica para
obter aproximacdes em tempo discreto de sistemas nao lineares em R? e SO(3).

Um sistema dindmico € um modelo matematico, ou abstraccido da realidade, que descreve de
forma deterministica, a evolugdo de uma ou mais variaveis ao longo do tempo. Os sistemas dinamicos
podem ser ainda, em tempo continuo, quando a evolugao do estado se d& continuamente ao longo
do tempo; ou em tempo discreto, quando a evolugao se da em instantes espagados temporalmente,
usualmente equi-espacados.

Uma grande parte dos sistemas dindmicos em tempo continuo sdo descritos por equagées diferen-
ciais. Fazem parte deste grande grupo, entre outros, sistemas eléctricos, mecanicos, da meteorologia,
e até biologicos. Estes sistemas, regidos por equagdes diferenciais, ndo sdo susceptiveis de serem
implementados computacionalmente de forma exacta. Surge entdo a questao de saber qual sera o
sistema em tempo discreto que possui caracteristicas mais proximas das do sistema em tempo con-
tinuo nos instantes de amostragem. Se por um lado, para a discretizagdo dos SLITs existe um corpo
tedrico bastante sélido, para os sistemas néo lineares 0 mesmo ja ndo acontece. Os sistemas nao
lineares apresentam neste dominio, uma imensidao de questées em aberto, como seja, o facto do
seu espaco de estados poder estar contido em variedades (manifolds na literatura anglo-saxoénica)
diferentes de R”, como por exemplo em SO(3), ndo podendo nas suas aproximagdes ser utilizados os

métodos classicos desenvolvidos para a integragao de equagdes diferenciais.
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4.2 Discretizacao de SLITs Continuos

Um SLIT é um sistema que possui as propriedades da linearidade e da invariancia temporal.
Chama-se linear a um sistema em que é valido o principio da sobreposicao. Isto é, se y; e y, fo-
rem a resposta dos sistema as entradas x; e x,, respectivamente, entdo a saida do sistema quando
a entrada for x;+x,, sera y;+y,, € quando a entrada for ax; a saida sera ay;, com a € R. Um sis-
tema é invariante no tempo quando a uma translagao no tempo do sinal de entrada, corresponde uma
translagéo no tempo do sinal de saida.

Quando estes sistemas em tempo continuo s&o de Entrada-Unica Saida-Unica (Single-Input Single-

Output na literatura anglo-saxonica (SISO)) podem ser escritos na forma geral

n n—1 m m—1

ﬁy(t) +a,—1 dl‘”__ly(t) + ...+ aoy(t) = bmd?r(t) + bm_lmr(l‘) + ...+ bor([). (41)

Uma das principais ferramentas na representacao de SLITs continuos é a fungdo de transferéncia,
que recorre a teoria das Transformadas de Laplace para sistemas causais (isto é quando a sua saida
s6 depende do estado inicial e das entradas passadas). Realizando o quociente da Transformada de
Laplace da saida (considerando condig¢des iniciais nulas), Y(s), pela a Transformada de Laplace da
entrada, U(s), obtém-se entdo a fungao de transferéncia do SLIT, G(s)

Y(s) bS™ + by 18"+ .+ bis + by
U(s) "+ a,_ 18" +a,08"2+..+ais+ay

G(s)

Um sistema dinamico representado por G(s), é estavel quando os seus polos (raizes do denominador)
se localizam no semiplano complexo esquerdo, € é criticamente estavel quando se localizam sobre o
eixo Re{s} = 0 e sdo simples.

A semelhanca dos SLITs SISO continuos, também os SLITs SISO discretos, que podem ser des-

critos de forma geral recorrendo a uma equagao as diferencas
Yk Q1Yk-1 + @Yk * oo F AnYin = bork + 11—y + oo+ bypFi—m,

a qual pode representada por uma fungdo de transferéncia obtida pela aplicagao da Transformada-z.
Para n > m, realizando mais uma vez o quociente da transformada da saida sobre a transformada da
entrada (considerando entrada iniciais nulas), obtém-se a fungao de transferéncia

Y(z)  bo7" + bi7 '+ 4 b

Gd Z) = = .
@ Uiz) Z"+ai?7'+..+a,1z2+ao

Um sistema G4(z) é estavel quando os seus pdlos se localizam no interior do circulo unitario e
criticamente estavel quando estes correspondem a raizes simples e se encontram sobre o circulo
unitario.

Mais detalhes sobre sistemas lineares podem sem encontrados em [35], [41] e [42]. Em seguida

apresentam-se brevemente algumas técnicas de discretizagao destes sistemas
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KT-T KT t

Figura 4.1: Método Euler Explicito

4.2.1 Integracao Numérica

A andlise numérica fornece varias técnicas alternativas de realizar a discretiza¢édo de sistemas di-
namicos em tempo continuo permitindo alguns deles dar origem a formas fechadas em tempo discreto.
Alguns meétodos mais simples sé&o o Euler Explicito, Euler Implicito, e a Regra Trapezoidal.

O método de Euler Explicito consiste em transformar o integral em tempo continuo num somatério
de rectangulos, com o periodo de amostragem como largura, e o valor da derivada no instante anterior
como altura.

Considerando o sistema
d
EW) = y(1) = f(t, r(0), y(1)), (4.2)

e aplicando este método obtém-se
VkT) ~ ykT - T)+ TfkT — T,r(kT —T),y(kT —T)),

em que T é o periodo de amostragem. A Figura 4.1l ilustra graficamente este método. O método de
Euler Implicito surge da utilizagao do valor da derivada em kT em vez de ser em kT — T'. Este método

€ mais estavel que o anterior [43, pag. 490], e aplicando-o ao sistema (4.2), obtém-se
Y&T) = ykT = T) + T f(kT, r(kT ), y(kT)).

Note-se que esta equagao, é em geral implicita, e necessita ser resolvida com recurso a métodos
iterativos. Um caso importante em que a equagao nao € implicita, € quando o sistema em tempo
continuo é linear. Este método é ilustrado na Figura 4.2

O terceiro método é a Regra Trapezoidal e consiste na média dos dois métodos anteriores. Neste
método o integral é substituido pelo somatério dos trapézios com o periodo de amostragem como
largura e com o lado superior definido pela recta que une o valor da derivada em kT — T com o da

derivada em kT, tal como ilustrado na Figural4.3. O sistema continuo (4.2) apds a discretizagao pela
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fltrithyit))

KT-T KT t

Figura 4.2: Método Euler Implicito

ft.rit) yit) /

KT-T KT t

Figura 4.3: Regra Trapezoidal

Regra Trapezoidal fica
y(kT) =~ y(kT —T) + g[f(kT —T,r(kT —=T),y(kT —T))+ f(kT, r(kT), y(kT))].

Este método também é conhecido por Método Bilinear ou de Tustin.

Existe uma relagao explicita entre a fungao de transferéncia continua e discreta para cada uma
destas técnicas de discretizagdo. Para obter a fungdo de transferéncia G,(z) através da fungao de
transferéncia G(s), substitui-se a variavel s, pelas transformagdes apresentadas na Tabela 4.1.

E ainda interessante observar com o semiplano complexo esquerdo da variavel da transformada
de Laplace, s, € mapeado para o plano-z, quando se realiza a discretizagao aplicando cada um dos
métodos anteriormente apresentados. A Figura 4.4 mostra que a discretizagdo Euler Explicito pode
conduzir um sistema que em tempo continuo é estavel, a ser instavel apods a discretizacao, isto ja ndo
acontece com as duas outras técnicas. E também importante notar que a Regra Trapezoidal mapeia

exactamente a metade estavel do plano-s no interior do circulo unitério no plano-z
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Tabela 4.1: Mapeamento s — z

Método Transformacao
Euler Explicito s=41
Euler Implicito s=&
Regra Trapezoidal s= 74
l Im
|
|
|
|
Re 1] Re

(a)

(b)

(c)

Figura 4.4: Mapeamento da metade estavel do plano-s (cor cinzento) para o plano-z realizado por

cada um dos métodos de integracao. (a) Euler Explicito. (b) Euler Implicito. (c) Regra Trapezoidal.

4.2.2 Mapeamento Pdlos-Zeros

Uma técnica alternativa para determinar um equivalente discreto de um sistema continuo trata-se

do mapeamento poélos-zeros. Esta técnica baseia-se no facto dos pélos da Transformada-z de um sinal

amostrado, estarem relacionados com os pélos da Transformada-s, de acordo com z = e*7, e assume

que este mapeamento, pode ser aplicado também aos zeros, aproximadamente. A sua principal

vantagem consiste na simplicidade. O mapeamento Pélos-Zeros consiste num conjunto de regras

para calcular a localizagdo dos pdlos e dos zeros e determinar o ganho da fungdo de transferéncia

discreta G4(z).

As regras sdo as seguintes [44, pag. 620]:

1. Os polos de G(s) sdo mapeados de acordo com z = e*7.

2. Os zeros s&o mapeados respeitando z = e*7.

3. Se o numerador de G(s), for de ordem superior ao denominador, adicionar poténcias de (1+z7")

ao numerador, até o numerador e denominador possuirem igual ordem.

4. Tipicamente escolhe-se o ganho tal que

G($9)ls=0 = Ga(@)=1-

5
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4.2.3 Retentores

Aideia por detras desta técnica € comegar por amostrar o sinal de entrada u(¢), usando em seguida
sobre o sinal amostrado um retentor de ordem zero (ZOH), e fazer do sinal resultante entrada do
sistema G(s). A Figura 4.5 esquematiza este processo.

O equivalente discreto G(z) é dado por

G =(1- z“)z{G“)},

N
em que Z{F(s)} representa a Transformada-z da Transformada de Laplace Inversa do sistema F(s).
Mais informagbes sobre esta e outras técnicas envolvendo retentores poderao ser encontradas em

[45].

Gd(z)

e

" ik
L,ﬂmustrador mill ZOH G(s) ¥ty Amostrador i

Figura 4.5: Diagrama de blocos que mostra a construgao realizada para obter um sistema discreto a

partir de retentores de ordem zero

Todas as técnicas apresentadas, excepto o Método Euler Explicito, dao origem a sistemas estaveis
quando sao aplicadas a sistemas continuos estaveis [45]. Para o leitor interessado, as técnicas de
discretizagao para sistemas lineares em tempo continuo encontram-se mais desenvolvidas em [44] e

[45].

4.3 Aproximacoes em Tempo Discreto de Sistemas Nao-Lineares

Os sistemas nao-lineares apresentam, em geral, uma maior complexidade e comportamentos mais
ricos quando comparados com os sistemas lineares. Muitas das ferramentas utilizadas na andlise de
sistemas lineares, quer em tempo continuo, quer em tempo discreto, ndo sao validas para os sistemas
nao-lineares. Exemplo disso sdo as Transformada de Laplace e Transformada-z que sdo de grande
utilidade na analise das diferentes técnicas de discretizacao. Por estas razdes a teoria da discretizagao
de sistemas nao lineares encontra-se numa fase mais prematura de desenvolvimento, nao existindo
na maior parte dos casos equivalentes explicitos discretos de sistemas continuos.

A semelhanca do que acontece com os sistemas lineares, uma técnica possivel para obter uma
aproximagao em tempo discreto para os sistemas nao lineares, é a integragdo numérica, para a qual
existe uma teoria sélida que tem vindo a ser desenvolvida pelo ramo da matematica da analise nu-
mérica. E no entanto importante referir que devido a sua riqueza de comportamentos, em geral, para
estes sistemas, é necessario utilizar métodos de ordem superior para obter resultados satisfatérios.

Outra questao relacionada com a integragdo numérica de sistemas nao lineares, € quando as suas

variaveis de estado estdo contidas noutras variedades que ndao R", exemplo disso é a equagao que
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rege a dinamica de atitude do corpo rigido, cuja variavel derivada, pertence ao grupo SO(3). Para
estes sistemas é necessario encontrar métodos que preservem as caracteristicas deste grupo, isto é

que garantam que as variaveis nao saem da variedade por aplicagdo do método de integracao.

4.3.1 Integracdo Numérica de Equacdes Diferenciais Ordinarias em R?

Como se viu as equagoes diferenciais ordinarias possuem grande importancia pois modelam
grande numero de eventos e fendmenos. Muitas vezes ndo é possivel obter uma solugdo anali-
tica, e entdo a integragdo numérica preocupa-se com a obtencao de solugdes numéricas para estas

equagdes. Uma equacao diferencial ordinaria pode ser posta na forma

x(r) = f(t, x(1)), (4.3)

em que a quantidade x pode ser um escalar ou um vector. Em geral, esta equagado pode nao ter
solugao Unica, sendo necessario conhecer mais uma condi¢ao para poder obter uma solugao singular,

geralmente o valor inicial,

x(tp) = xp. (44)

O problema formado por (4.3) e (4.4) é conhecido como problema do valor inicial.

Existem varios métodos que permitem obter solugdes aproximadas de equagoes diferenciais ordi-
narias (EDOs). Alguns dos mais comuns sédo o Euler Explicito, o Euler Implicito, Runge-Kutta Explici-
tos, Runge-Kutta Implicitos, Adams-Bashford e Adams-Moulton. Os métodos Euler Explicito e Impli-
cito, ja foram abordados a propésito da integragcdo numérica de sistemas dinamicos lineares. Quando
estes métodos sdo aplicados a sistemas nao lineares ja nao se pode realizar a andlise do resultado
destes métodos recorrendo a técnicas simples como as transformadas de Laplace e z. Note-se que
o método Euler Implicito, no caso de f(t, x(¢)) ser nao linear, da origem a uma equagao implicita, que

tera de ser resolvida iterativamente, recorrendo por exemplo, ao método do ponto fixo.

A familia de métodos de Runge-Kutta surge com o objectivo de utilizar as derivadas de f para
obter uma melhor aproximagao. Mas como o célculo destas derivadas pode ser computacionalmente

complexo, estas sdo aproximadas por diferengas finitas como,

Jir = first

0
EfkT ~ T i fkT = f(kT’ x(kT))’

onde T é o periodo de amostragem. Os métodos de Runge-Kutta sao designados métodos de passo-

simples e realizam em cada passo, dependendo da sua ordem, uma ou mais avaliagdes da fungao
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f(t, x(¢)). Esta familia contém métodos de varias ordens, sendo a sua forma geral dada por [4]

x(kT) = x(kT = T) + T Z b,F;,
j=1

TjZkT—T+CjT,

Uj=x(kT =T)+T > @juFn,

m=1

F; = f(T;,U)).
O Quadro de Butcher
cr | ann Qi o Qg
Cy | @21 @22 - [e5)
Cs | 1 A A
bl b2 e bs

mostra uma forma Util de organizar os coeficientes c;, @;; e b;, sendo que os métodos séo explicitos se
a matriz formada pelos coeficientes «;; for estritamente triangular inferior, e implicitos caso contrario.
O método Runge-Kutta de primeira ordem apresenta todos os coeficientes nulos excepto b; que é
igual a unidade, este método nao é mais do que o método Euler Explicito.

Nos métodos de passo simples x(kT"), é calculado a partir de valores de f(z, x(r)) apenas no inter-
valo [kT — T kT], contudo é possivel que ja tenham sido calculados varios valores de f(¢, x(t)) para
instantes anteriores. Os métodos seguintes designam-se de multi-passo, a ideia do seu desenvol-
vimento consiste em aproveitar estes valores ja calculados para obter um polinémio interpolador de
f(t, x(¥)) e assim obter uma melhor aproximagao.

Os métodos Adams-Bashford utilizam um polinémio interpolador de grau m, com os n6s kT — T — mT,
..., kT — T para integrar f(t, x(¢)) entre kT — T e kT. Estes métodos sdo explicitos e tém a forma ge-
ral [4] .

X(KT) = X(KT = T) + = (s fir—r-j1).
B £

A Tabela 4.2/ sintetiza alguns coeficientes relativos a este método.

Como referido em [4], o erro da interpolacdo polinomial aumenta muito rapidamente fora do inter-
valo de interpolacéo, e é de esperar que este facto prejudique os métodos Adams-Bashford. A ideia
dos métodos Adams-Moulton consiste em utilizar para além dos valores de f(z, x(¢)) nos instantes an-

teriores a kT utilizar também o seu valor em k7. Os métodos Adams-Moulton sdo portanto implicitos.

A forma geral destes métodos é [4]
T m
X(KT) = X(KT = T) + —— > fir—jr)-
:Bm ]:0
A Tabela 4.3/ resume algum valores relacionados com este método.
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Tabela 4.2: Quadro com varios coeficientes dos métodos Adams-Bashford (adaptada de [4]).

m ﬁm Um0 Qm1 Q2 pm3 g U5
0 1 1
1 2 3 -1

2 12 23 -16 5

3 24 55 -54 37 -9

4 720 | 1901 -2774 2616 -1274 251

5 1440 | 4277 -7923 9982 -7298 2877 -475

Tabela 4.3: Quadro com varios coeficientes dos métodos Adams-Mouton (adaptada de [4]).

m By | @m0 Um @2 Um3 A s
1 1
2 1 1

2 12 5 8 -1

3 24 9 19 -5 1

4 720 | 251 646 -264 106 -19

5 1440 | 475 1427 -798 482 -173 27

- O

Os métodos multi-passo necessitam dos valores de fir—r—ur, fir-r-m-11s fir-T-@m-2)15--- - COMO
no inicio da integragao estes valores nao estao disponiveis, eles terdo de ser fornecidos por algum
método auxiliar que devera ser de passo simples, como um método de Runge-Kutta. Neste sentido, é
usual dizer que os métodos de passo miltiplo ndo sao auto-iniciaveis. Esta desvantagem é compen-
sada pelo facto de apenas necessitarem de um célculo de f por passo, pois 0s restantes valores sao

aproveitados dos passos anteriores.

4.3.2 Integracao Numérica de Equacodes Diferenciais Ordinarias no Grupo SO(3)

As solugdes de muitos sistemas regidos por equagdes diferenciais ordinarias possuem determi-
nadas caracteristicas, ou propriedades que sdo constantes no tempo. Exemplo disso sdo sistemas
mecanicos conservativos que preservam a energia, sistemas que preservam o momento angular e li-
near ou até mesmo o movimento do péndulo gravitico, que esta restringido a um circulo. Os algoritmos
gerais de integragdo numérica nao foram desenhados para ter em conta estas restrigdes, e portanto
em geral ndo as preservam. Por exemplo, ao aplicarmos um destes algoritmos ao movimento do
péndulo, pode acontecer que a distancia ao centro de rotacao varie, o que nao é fisicamente possivel.

Nao é possivel um método Runge-Kutta, integrar numericamente a equagao da dinamica de atitude

(2.4), preservando as propriedades (2.1) e (2.2). De facto, mostra-se que nenhum destes métodos
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pode conservar invariantes polinomiais, como no caso do determinante, com grau n, com n > 3 [46]
Teorema IV.3.3].

Para contornar esta questao existe a possibilidade de parametrizar a matriz de rotagdo. As duas
parametrizagdes mais comuns sio a representagao por dngulos de Euler e representagao por quater-
nibes. A representagao por angulos de Euler é constituida apenas por trés parametros independentes,
mas sofre de singularidades. A representagao por quaternibes ja nao sofre de singularidades, mas a
custa de um parametro extra e de uma restricdo na norma do quaternido. Integragdes numéricas reali-
zadas sobre a representacao em quaterniées, necessitam de efectuar em cada passo a normalizagao
do quaterniao.

De forma a obviar estes inconvenientes foram desenvolvidos recentemente um conjunto de méto-
dos que permitem preservar algumas das propriedades das fungdes a integrar. Em seguida, apresentam-
se trés algoritmos desenvolvidos para grupos de Lie e equagdes diferenciais com forma geral ¥ =
A(t, Y)Y, nomeadamente, o Método de Crouch-Grossman [21], o Método Munthe-Kass [26] e o Mé-
todo Livre de Comutadores [28]. Estes métodos podem ser aplicados ao grupo SO(3), sendo Y uma
matriz de rotagao, e preservam as propriedades (2.1) e (2.2). Uma aplicagdo destes métodos a siste-
mas multi-corpo em SE(3)" pode ser encontrada em [47].

O Método de Crouch-Grossman é constituido pelo seguinte algoritmo genérico

Y9 = Exp(Ta; ;.1 K™V)...Exp(Ta; KV)Y;_,
KD =A (tk_l +Tci, Y<">) (4.5)
Y = Exp(ThK®)...Exp(Th; KV)Y,_;.

onde T denota o periodo de integragao e Exp(.) 0 mapa exponencial em SO(3), que pode ser eficien-

temente calculado através da formula de Rodrigues (Apéndice |A)

I, se [l =0,

H in2( Lol
s g 1 ) (@), se ol # 0,
2

Exp((w)") = (4.6)

em que o € um vector com dimensao 3 x 1. O mapa exponencial é a fungdo matematica que permite
passar de uma algebra de Lie para um grupo de Lie, e 0 seu estudo extravasa o &mbito deste trabalho.
Mais definigbes e propriedades destas entidades matematicas poderao ser encontradas em [48].

A exactidao dos Métodos de Crouch-Grossman esta relacionada com a sua ordem [46]. O calculo
dos coeficientes até a sexta ordem podem ser encontrados em [46], [49] e [50]. As Tabelas 4.4
[46], 4.5 e 4.6/ [47] mostram os coeficientes para os métodos de segunda, terceira e quarta ordem,
respectivamente.

Um outro método alternativo para efectuar integragées numéricas em SO(3)é o Método de Munthe-
Kaas. A ideia deste método é resolver a equagao diferencial na algebra de Lie e ndo no grupo de Lie,

podendo assim utilizar métodos de Runge-Kutta convencionais [47]. Este método é implementado

"Na literatura anglo-saxénica Special Euclidean Group. Produto semi-directo do grupo SO(3)e do espaco R3.
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Tabela 4.4: Tabela de coeficientes do Método Crouch-Grossman de segunda ordem.
0
0
L1
2

Tabela 4.5: Tabela de coeficientes do Método Crouch-Grossman de terceira ordem.

Bl O

z B O
o O

o O o

~
~

[}
=
5l
—
=N
—_
(=3
3}

._
w
()
=

I

|
IS

I

W
-

Tabela 4.6: Tabela de coeficientes do Método Crouch-Grossman de quarta ordem.

0 0 0 0 0 0
1458 | 1458
1783 | 1783 0 0 0 0
743 | 1039 97
1925 | 3247 1470 0 0 0
368 | 997 1167 475 0 0
1135 | 1082 2335 133
406 | 173 751 47 _es0 g
463 | 487 3141 393 613
407 135 543 267 69
2969 7349 T34 1400 2095

pelo seguinte algoritmo

i-1
v =T Z aijF(j)
j=1

Y = Exp(@")Y;,

FO = Dexp (@A (11 + Tei, Y7) (4.7)
=T ) bF"
i=1

Yy = Exp(®)Y)-1,
em que Dexp’!(.) é o inverso do diferencial do mapa exponencial. Também o inverso do diferencial do
mapa exponencial Dexp™!(.) pode ser calculado com recurso a uma forma fechada dada por [47]

I, se [0 =0,

lloll_cot('5")

Dexp™ (@)") = 5
i (@), sello] #0.

(4.8)
I- @) -

Com este método podem ser utilizados os coeficientes usuais dos métodos Runge-Kutta. As Tabelas

4.7, 4.8 e 4.9/ [47] mostram os coeficientes para os métodos de segunda, terceira e quarta ordem,

respectivamente.
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Tabela 4.7: Tabela de coeficientes do Método Munthe-Kaas de segunda ordem.

Tabela 4.8: Tabela de coeficientes do Método Munthe-Kaas de terceira ordem.

0/0 0 O
i13 00
2lo %2 o0
Lo

Tabela 4.9: Tabela de coeficientes do Método Munthe-Kaas de quarta ordem.

0/0 0 0 O

111 0 0 o

1

1o 1 0 o

110 0 1 0
1221
6 6 6 6

Por fim, o algoritmo de integracao obtido pela aplicagdo do Método Livre de Comutadores é dado

por

S
Y = Exp (Z Tal' k"
j

5
..Exp [Z Ta[[.}]K(j)] Yis
7

KD =A (tk_l +Tci, Y<">) (4.9)

N N
Y, = Exp[z Tb'jk]K(j)] ..Exp [Z TbL”KU)] Yi1.
J J

As Tabelas 14.10| e 4.11! obtidas em [47], mostram coeficientes deste método para as ordens trés e
quatro, respectivamente. Ambas as tabelas apresentam dois vectores de coeficientes b;, estes cor-
respondem a respectivamente bg.l] e bE.Z]. Na Tabela'4.11/aparecem dois vectores linha de coeficientes
e o2l

ayj, estes coeficientes correspondem a a N&o foram encontrados na literatura coeficientes

para a segunda ordem.
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Tabela 4.10: Tabela de coeficientes do Método Livre de Comutadores de terceira ordem.

0/ 0 0 O
il 4 00
510 30
i 00
03

Tabela 4.11: Tabela de coeficientes do Método Livre de Comutadores de quarta ordem.

0/ 0 0 0 ©
1 1
10 0 o
1 1
o 1 o0 o
1
1/ 1 00 o
1
-1 0 1 o0
1111
4 6 6 12
L 1 1 1
12 6 6

A Tabela'4.10, que contém os coeficientes para a terceira ordem conduz a

YO =Yy, KU = A6, YD)
T T
Y? = Exp(§K<1>) Yo, KP = A (tk_l 3 Y<2>)
2T 2T
Y® = Exp (TKQ)) Yie, K9 = A (rk_l 3 Y<3>)

T 3T T
Y = Exp|-—=K" + —KP|E (—K(”)Y_ :
k XP( 12 + 2 XP\3 k-1

E possivel evitar o calculo de exponenciais, reutilizando as ja calculadas. Assim, no método de terceira

ordem pode-se fazer

T 3T
Y = Exp(-—= K" + —K@ | y®.
L= 4

Também no método de quarta ordem é possivel evitar o calculo de exponenciais. Pode-se imple-

61



mentar este método utilizando os coeficientes da Tabelal4.11

yd = Y1, KD = A(tk_1, Y(l))
T T
Y® = Exp(zK(l)) Yie1, KP = A (tk_l + 3 Y<2>)
T T
Y® = Exp (EK(Z)) Yier, K9 = A (tk,l * 3 Y<3>)

Y® = Exp (—%K“) + K<3>) Y®, K9 = A(n +T.Y¥)

T T T T
Y: = Exp (_EK(I) " EK(Z) " gK(s) " ZK<4>)
T T T T
E _K(1)+_K(2)+_K(S)__K(4))Y_ '
xp(4 6 6 0 1

Analisando a complexidade dos métodos em cada passo, para a segunda, terceira e quarta ordem,

chega-se a Tabela4.12.

Tabela 4.12: Complexidade por passo dos algoritmos CG“, MK? e LC¢ de segunda, terceira e quarta

ordens.
operagdo | Exp? Dexp'® multm/
CG 22 ordem 3 0 3
MK 22 ordem 2 1 3
CG 32 ordem 6 0 6
MK 32 ordem 3 2 5
LC 32 ordem 3 0 3
CG4%ordem | 15 0 15
MK 42 ordem 4 3 7
LC 4?2 ordem 5 0 5

¢ Método Crouch-Grossman

b Método Munthe-Kaas

¢ Método Livre de Comutadores

4 mapa exponencial

¢ inverso do diferencial do mapa exponencial

/ multiplicagéo de matrizes 3x3

Verifica-se que para a segunda ordem o Método Crouch-Grossman, e o Método Munthe-Kaas, tém
complexidades muito semelhantes. Para a terceira e quarta ordem, o Método Livre de Comutadores
apresenta-se como 0 menos exigente computacionalmente, e o Método Crouch-Grossman como o

mais exigente.
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4.4 Comentarios Finais

Neste capitulo foram apresentadas algumas das técnicas para obter aproximagdes em tempo dis-
creto de sistemas dindmicos, lineares e nao-lineares.

Para os sistemas lineares, foram descritos os métodos Euler Explicito, Euler Implicito, Mapea-
mento Pélos-Zeros, e utilizando Retentores. Além das técnicas de discretizagéo, foram também in-
troduzidos alguns conceitos e ferramentas Uteis na analise dos processos de discretizagdo. Todas as
técnicas apresentadas, excepto o Método Euler Explicito dao origem a sistemas estaveis quando sao
aplicadas a sistemas continuos estaveis.

Muitas das ferramentas de analise de sistemas lineares ndo sao vélidas para os sistemas néo-
lineares. Para estes sistemas foram descritas técnicas baseadas em integracdo numérica. A teoria
associada, indica que em geral, os métodos implicitos sdo mais estaveis numéricamente que os expli-
citos [4] e que a nogao de ordem esté associada a exactidao do método. Para equagdes diferenciais
em R”", foram apresentados os métodos da familia Runge-Kutta, da qual fazem parte os Métodos de
Euler, e os métodos das familias Adams-Bashford (Explicito) e Adams-Moulton (Implicito).

Os algoritmos desenvolvidos para R” podem nao conduzir a bons resultados se aplicados a equa-
¢Oes diferenciais em variedades como SO(3). Verifica-se que, mesmo se R;_; for uma matriz de
rotacao, a aplicagcdo de um método Runge-Kutta classico, conduz a uma matriz R, que, em geral, nao
€ uma matriz de rotagado. Tendo consciéncia desta questao, pesquisaram-se métodos cujas variaveis
de integragao se mantivessem em SO(3) em cada iteracdo. Neste capitulo descreveram-se trés mé-
todos podem ser aplicados ao grupo SO(3) e a equagdes com a forma geral ¥ = A(t, Y)Y. Séo eles o
Método Crouch-Grossman, o Método Munthe-Kaas, e o Método Livre de Comutadores. Estes méto-
dos foram desenvolvidos nas duas ultimas décadas e fazem uso da teoria de grupos de Lie e algebras
de Lie.

Apds uma analise da complexidade de cada passo, concluiu-se que para a segunda ordem o Mé-
todo Crouch-Grossman e Método Munthe-Kaas apresentam uma complexidade muito semelhante.
Nao tendo sido encontrados na literatura, coeficientes para o Método Livre de Comutadores, de se-
gunda ordem este ndo pode ser comparado. Para as ordens 3 e 4, o Método Livre de Comutadores é

0 menos exigente computacionalmente, sendo o Método Crouch-Grossman o mais exigente.
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Capitulo 5

Implementacao do Observador em

Tempo Discreto

5.1 Descricao Geral

Neste capitulo, vao ser utilizadas as técnicas apresentadas no Capitulo'4, com o objectivo de obter
um algoritmo que permita implementar em computador digital, os observadores em tempo continuo

projectados no Capitulo (3.

A elevada capacidade de célculo existente hoje em dia nos computadores residentes a bordo dos
veiculos auténomos, permite recorrer a solugdes sofisticadas para a determinagdo em tempo real da
atitude e posicao dessas plataformas. A existéncia de estimativas de atitude e posigdo com regulari-
dade e qualidade elevadas, € um passo fundamental para a estabilizagao dos veiculos auténomos, e
consequentemente para viabilizar a sua utilizagao pratica. Uma vez que os observadores desenvolvi-
dos no Capitulo 3 correspondem a solugdes em tempo continuo, € necessario providenciar técnicas
para a sua implementacdo em tempo discreto, que permitam preservar a qualidade das solugdes

propostas de forma eficiente.

Os métodos de implementagdo em tempo discreto, devem ser os mais adequados, de modo que
a aproximacgao resultante, esteja 0 mais proximo possivel do sistema em tempo continuo que lhe deu
origem, e que restrigbes ao espago ou ao grupo a que pertencem as variaveis, sejam respeitadas.
Também muito importante é o estudo da complexidade de cada uma das solugbes propostas, de
forma a permitir fazer um balango de custo-beneficio aquando da sua escolha, pois embora o poder

de célculo a bordo das plataformas seja elevado, este tem de ser partilhado pelas diversas tarefas.
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5.2 Integracao Numérica do Observador de Atitude

Recordando o Capitulo 3, o observador de atitude que considera a existéncia de polariza¢des nos

giroscépios € composto pela equagao algébrica

O = Ogensor = Bu) = KoSws (5.1)

e pelas equagdes diferenciais
R = R(®)" (5.2)
l;u) = Kb(,,s(m (5 3)

com s, dado por (3.37) ou (3.38).

Analisando a equacao (5.2), verifica-se que R pertence ao grupo SO(3). Por forma a implementar
um método de integragdo numérica para este sistema dindmico, € necessario utilizar um dos métodos
de preservem as propriedades do grupo, como os métodos estudados no Capitulo 4, nomeadamente,
o Método de Crouch-Grossman, o Método Munthe-Kass, ou 0 Método Livre de Comutadores.

A equacgdo (5.2) ndo esta na forma geral utilizada nos algoritmos estudados ¥ = A(t,Y)Y. No
entanto é possivel ser obter uma equacao equivalente com essa forma, através da transposi¢ao de

ambos 0s membros da equagao (5.2)
s\T A T A A
(R) = (R@")" &R =@ R

Como se observa em (4.5), (4.7) e (4.9), os trés métodos necessitam de conhecer a funcdo @(z, R)
entre o instante de integracdo kT — T e o instante de integragao k7. Contudo, esta fungao é des-
conhecida, pois depende da leitura dos sensores que é realizada de acordo com uma determinada
estratégia de amostragem. Ou seja, apenas se conhece @ nos instantes kT, kT — T, kT — 2T, ..., 0.
Estratégias possiveis para obter uma aproximagao de ®(z, R), sdo a realizagdo de uma interpolagao
polinomial, com dois ou mais pontos, ou uma minimizagdo dos erros quadraticos de uma fungao pré-
definida em relagédo aos pontos conhecidos. Dado que se pretende uma solugao que possa funcionar
em tempo real nos computadores das plataformas, sem comprometer recursos necessarios aos res-
tantes sistemas, foi adoptada uma interpolagao linear entre o valor de ® no instante actual k7', e no
instante anterior kT — T. Note-se porém, que esta escolha ndo coloca uma limitagdo intrinseca na
solucdo proposta, pois caso seja necessario outra qualquer fungio podera ser considerada. Desta
forma, paracadar € [kT — T, kT] tem-se

DKT) — OGT - T)
T

a1, R) ~ )(; — (KT = T)) + ®KT - T). (5.4)

Verifica-se em (5.1) e (5.4), que ® ndo depende de R, como admitem os algoritmos de integragdo
geométrica estudados, e este facto vai permitir simplifica-los. O facto da interpolagcdo em @ ser linear,

faz com que nao se aumente a precisao da solugdo ao usar métodos com ordem superior a segunda.
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Assim para este problema, s6 faz sentido considerar o Método Crouch-Grossman e o Método Munthe-
Kaas de segunda ordem, e o Método Livre de Comutadores de terceira ordem. A Tabela 5.1/ mostra o

niimero de operagdes por passo, de cada um destes métodos, quando @ nao depende de R.

Tabela 5.1: Complexidade por passo dos algoritmos CG*, MK” e LC¢ quando & ndo depende de R.

operagdo | Exp? Dexp'® multm/
CG 22 ordem 2 0 2
MK 22 ordem 1 1 2
LC 32 ordem 2 0 2
¢ Método Crouch-Grossman
b Método Munthe-Kaas
¢ Método Livre de Comutadores
4 mapa exponencial
¢ inverso do diferencial do mapa exponencial
/ multiplicagdo de matrizes 3x3
Erro nos Angulos Yaw-Pitch—-Roll Erro nos Angulos Yaw-Pitch—Roll
-6 Método Crouch—-Grossman -6 Método Munthe — Kaas
5x 10 5x 10
a4 ——Erroem Yaw| a4+ ——Erroem Yaw||
—— Erro em Roll —— Erro em Roll
3 —— Erro em Pitch| 3r —— Erro em Pitch|
—~ 2r 1 =~ 2r 1
© ©
g1 | &y |
% 0 % O < \ (R4 “ 4 f AL ke
(=2 [}
&7 | &
_2, 4
_3, 4
_4, 4
-5 i i _5 i i
0 10 15 0 10 15

Tempo (s)

(a) Erro do Algoritmo CG 22 ordem

Tempo (s)

(b) Erro do Algoritmo MK 22 ordem

Erro nos Angulos Yaw-Pitch—Roll

x10°

Método Livre de Comutadores

Angulo (rad)

——Erroem Yaw]
—— Erro em Roll
—— Erro em Pitch|

10

Tempo (s)

(c) Erro do Algoritmo LC 32 ordem

Figura 5.1: Erro dos algoritmos CG, MK de segunda e LC de terceira ordem, quando sao utilizados

para integrar a equagao (5.2) e & tem um crescimento linear.
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As Figuras 5.1(a), 5.1(b) e 5.1(c) mostram respectivamente, a evolugdo temporal do erro gerado
pela aplicagao do Método Crouch-Grossman e do Método Munthe-Kaas, ambos de segunda ordem,
e do Método Livre de Comutadores de terceira ordem, na integragdo numérica da equagao (5.2),

quando
&) =[0.10.2 03177 (rads™),
e considerando um periodo de amostragem T = 0.02 s. Repare-se que a aproximagéao (5.4) é neste

caso exacta, pois @(f) tem um crescimento linear. Verifica-se que o erro se mantém constante para os

trés métodos, com ordem de grandeza de 1077 rad.

Erro nos Angulos Yaw-Pitch-Roll Erro nos Angulos Yaw-Pitch-Roll
-6 Método Crouch—-Grossman 6 Método Munthe — Kaas
8x 10 8X 10
61 ——Erroem Ya J 6l-| — Erro em Yaw ]
|| —Erro em Roll || —Erro em Roll

4 _ 4 .

—— Erro em Pitch —— Erro em Pitch |
2r 2r g
O i Oy ‘

Angulo (rad)
Angulo (rad)

_12 i i
0 5 10 15 5
Tempo (s) Tempo (s)
(a) Erro do Algoritmo CG (b) Erro do Algoritmo MK
Erro nos Angulos Yaw-Pitch—Roll
X 10° Método Livre de Comutadores
8 : :
6F| —— Erroem Ya
4F|— Erro em Roll
—— Erro em Pitch
2F A i me
0 et wwﬂ
I ek

Angulo (rad)
N

1% 10 15
Tempo (s)

(c) Erro do Algoritmo LC

Figura 5.2: Erro dos algoritmos CG, MK de segunda ordem e LC de terceira ordem, quando sé@o

utilizados para integrar a equagao (5.2) e ® tem uma evolugao quadratica.

Por seu lado nas Figuras 5.2(a), |5.2(b) e [5.2(c), encontra-se a evolugédo do erro para os trés mé-
todos de integragao considerados para a equagao (5.2), quando &(z) tem um crescimento quadratico

dado por
@(7) = [0.001 0.002 0.00317# (rads™").

Tal como era previsto os trés métodos divergem. Isto acontece porque esta é uma integragdo em
malha aberta e portanto os erros cometidos em cada passo adicionam-se, ndo havendo forma de os

compensar. De notar que, mesmo em malha aberta, neste exemplo, o erro cometido pelo Método
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Munthe-Kass e Método Crouch-Grossman de segunda ordem e pelo Método Livre de Comutadores
de terceira ordem, ao final de 15 s é da ordem de 107° rad.

Considerando idénticas as complexidades das fungdes Exp e Dexp™!, os trés métodos conside-
rados, apresentam custos computacionais semelhantes. Podendo optar por qualquer algoritmo para
implementar numericamente a equagao (5.2), a escolha recaiu sobre o Método Munthe-Kaas. Apli-
cando este método, o algoritmo de integragao de (5.2) resultante €, para cada instante k7,

FO = —&&T - T)"
00 — g PO
T\
F? = —Dexp’! (®(2)) ® (kT -T- E)
Rl =Exp(TF?)R],,
em que o vector &(r) é dado pela aproximagéo (5.4).

A equacéao diferencial (5.3) pode ser implementada computacionalmente recorrendo a um dos
métodos de integragdo numérica em R? estudados no Capitulo 4. Optou-se pelo método Adams-
Moulton de segunda ordem, que também pode ser considerado um método Runge-Kutta implicito.
Este € um método implicito, por isso mais estavel que um explicito, e como o algoritmo (5.5) também
€ de segunda ordem, considerou-se que para ordens superiores a segunda, o ganho de precisdo
nao justifica 0 aumento da complexidade computacional. E de realcar que no caso dos observadores,
esta-se na presenca de ruido nos sensores de velocidade angular e aceleragao, existindo um termo de
retroacgao das posi¢des angulares e lineares o qual ira compensar a eventual divergéncia do método

numérico. A implementagdo numérica da equagao (5.3) através deste método conduz a
n A T
by & =be k1 + 7 (Kb, So & + Kb, Sw k1) - (5.6)

De notar que, caso se pretenda utilizar um método de ordem superior, a escolha deve recair sobre
um método Adams-Moulton, visto que apenas recorre a valores de f(z, x(t)) em kT, kT — T, kT — 2T, ....
Os métodos Runge-Kutta necessitam dos valores de f(z, x(t)) em instantes dentro do intervalo [kT —
T T1, o que nao é possivel obter devido s,, depender de valores amostrados.

Utilizando a retroacgao (5.1), em conjunto com (5.5) e (5.6), obtém-se o seguinte algoritmo para o

observador de atitude

A A

T
bw k= bo) k-1t E (wasw kKt Kbmsw k—l)

FY = kT - T)"
T
0® = EF(I) (5.7)
T A
F® = —Dexp’! ((9(2)) ® (kT -T- E)

Rl = Exp(TF?)RY_,.
Devido ao algoritmo que integra numericamente a equagéo (5.3) ser implicito, e s, , depender de

Ry, 0 que sb por si também torna o algoritmo implicito, & necessario aplicar um método de resolucédo
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de equagdes implicitas, tal como o do Ponto-Fixo [4]. O algoritmo final é entao

fazer
i=i+1
i _ Hli-1]
Sm k= Sw k (Rk )
bl =h +Z(K s+ Ky s )
ok = Do k-1 7 boSw k bySw k-1

G)][:] = Wgensor — b(El)]k - u)s([;)]k
FO = —o"r - 1)

T
0? = Lpm
2

. T A
F® = -Dexp’ (0?) ! (kT ~-T+ 5)
R = Exp (TF®) Ry
enquanto ||7A€,[€’] - 7?/[;_1]“ + ||f),[€"] - ﬁg_”” > 1072
Para provar a convergéncia do método do Ponto-Fixo para uma equagao do género x = g(x), &
necessario mostrar que existe um intervalo I = [a b], no qual g(I) C I, i.e. a < g(x) < b, e que existe

0 < L < 1talque, |lgiy) — g < Llly — xl|, com x # y [4]. Este aspecto devera ser objecto de trabalho

futuro.

5.3 Integracao Numérica do Observador de Posicao

A dinamica do observador de posigao com polarizagdes nos giroscopios desenvolvido no Capitulo

3, é dada pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais

—(®)"p - Kp(p - R""p) (5.9)

<>

p =

>

= a+RMg— ()" -K,P-Rp). (5.10)

<>-

Tal como o vector b, 0s vectores p e ¥ pertencem a R3, portanto na sua implementagdo em
tempo discreto podem ser utilizados os métodos de integragdo numérica estudados na Sub-secgao
4.3.1. Por razdes semelhantes as apontadas na implementacdao em tempo discreto de (5.3), optou-se
pelo Método Adams-Moulton de segunda ordem. O algoritmo de integragdo numérica obtido apés a

aplicacao deste método a (5.9) e (5.10) é em cada instante de amostragem dado por
gpk = V= (@) " Px — Kp (B — R™"pr)
N " T
Pr = Pk-1 + E(gp K+ &pk-1)
gk = A + RIEE — (6) Ve — Ko(Pr — RTEpy)
R R T
Vi =Y+ 5 (8v i+ &vi-1)

A semelhanca do algoritmo de atitude, as equagdes em tempo discreto obtidas sdo implicitas, e

necessitam de ser resolvidas através de métodos iterativos. A aplicagdo do Ponto-Fixo conduz ao
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algoritmo

faZel
] 1 ~ Ali—1 1 TL=
g[l] V[l ] ([] )/\pl[(l ] K ( ali-1] 72 )

A T
Py =Pk-1+ E(gi,l]k"'gpk 1)

g[l] _ak_Rk g - (O )/\ oli-1] - K, ( Alil 'RTka)

T
V,[;] =V + 5(8£]k +8v k- 1)

enquanto Hp[’] ﬁ}f*“H + ”Q'L” - 0}(”““ >107"

5.4 Simulacoes

Erro de Atitude x 10 Diferenca entre Estimativas de Atitude
2 T T T T T T T T T T T
—— Observador Continuo
15 - - - Aproximag&o em Tempo Discrgfo =
= &
I 1H ] 1 1
75‘ E
0.5¢ 1 =
L L L L L L L [0} . - . . :
0 : 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Erro na Estimativa de Polariza¢des dos Giroscépios
2 T T T T

—— Observador Continuo
- - - Aproximag&o em Tempo Discr

I[B | (rads™)

o i H i i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Tempo (s) Tempo (s)

(a) Erro das estimativas do observador de atitude em tempo (b) Pormenor da diferenca entre estimativas.

continuo e da aproximagdo em tempo discreto.

Figura 5.3: Comparagéo entre as estimativas do observador de atitude em tempo continuo e da apro-

ximacao em tempo discreto.

Para ilustrar o desempenho dos algoritmos de integragdo numeérica utilizados neste trabalho, realizou-
se uma simulagao comparando a aproximagao em tempo discreto com o observador em tempo con-
tinuo. Nesta simulagao, admite-se a existéncia de cinco emissores de ultra-sons, cujas localizagdes

sao

L%, =20 202077,
L%, = [-20 - 202077
Lg; =20 —20 - 2017,
L%, = [-2020 - 2077,

=[000]"
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Os receptores acusticos no referencial do veiculo estao posicionados em

Bacreceplor,l = [0 0 O]T,
Bacreceptor,Z =[0,50 O]T,
Bacreceplor,3 =[00,5 O]T,

BacrecepmrA =[000, S]T

A trajectéria do veiculo é definida por aceleragdo linear e velocidade angular sinusoidais com
frequéncia de 1/2 Hz. Os ganhos de ambos os observadores sdo K, = 2, K, =2, K, =2,e K, = 2.

Os erros iniciais sdo indicados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Erros inicias das simulagoes.

Grandeza Erros Iniciais
0(t0) 135 (rad)
bo(t0) | (55517 (rads™)
p(to) (33317 (m)
¥(10) (11197 (ms™)

L 1b 2
m”bm(to)‘l

O ganho K, verifica a condi¢ao (3.26) , 74 sy ~ 0-065 < 1.

Erro de Posig&o x10* Diferenca entre Estimativas de Posicéo
T T

6 T T T T T

—— Observador Continuo
- - -Aproximag&o em Tempo Discr

Beont — Baisell (m)

o L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Erro de Velocidade
4 T T T T T

—— Observador Continuo
- - -Aproximag&o em Tempo Discr

)
4

0o 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Tempo (s)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

(a) Erro das estimativas do observador de atitude em tempo (b) Pormenor da diferenca entre as estimativas.
continuo e da aproximagdo em tempo discreto.
Figura 5.4: Comparagao entre as estimativas do observador de atitude em tempo continuo e da apro-

ximagao em tempo discreto.

Na Figura 5.3(a) apresentam-se os erros das estimativas de atitude e das polariza¢des dos giros-
copios, onde se observa que ambas as estimativas, do observadores em tempo continuo e da sua
aproximagao em tempo discreto sao praticamente coincidentes. A Figura 5.3(b) mostra um pormenor

da diferenga entre as estimativas de ambos os observadores nos ultimos 10 s de simulagdo. Pode
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observar-se que as estimativas fornecidas pelo observador em tempo discreto ndo sdo exactamente
coincidentes com as do observador em tempo continuo, mas que a diferenga entre elas vai diminuindo
com o tempo.

Relativamente as estimativas de posicao e velocidade, ambos os sistemas de estimacao se mos-
tram capazes de corrigir os erros iniciais, como ilustra a Figura [5.4(a). E também possivel observar
que os dois estimadores tém resultados semelhantes, o que vem atestar qualitativamente a validade
da aproximacgéao realizada. Mostra-se na Figura 5.4(b)|que as estimativas nos ultimos 10 s sdo quase

coincidentes.

5.5 Diferentes Ritmos de Amostragem

Devido & relativamente baixa velocidade do som no ar (343,1 ms™' & temperatura de 20° C e
pressao de 1 bar) existe um limite pratico para a frequéncia a que se podem amostrar as distancias
entre os receptores acusticos e 0os emissores de ultra-sons. Sempre que um emissor envia um sinal
de som mais nenhum outro pode emitir até que esse sinal seja recebido pelo receptor, por forma
ser possivel identificar a fonte do sinal. E entdo necessario reservar intervalos de tempo para cada
emissor. A duragdo minima de cada intervalo é dada por

distdncia maxima entre emissores e receptores acusticos

Tslot emissor = "
velocidade do som no ar

Por outro lado, como foi visto no Capitulo 2, € necessario que existam no minimo quatro emis-
sores e todos eles necessitam de enviar seu o sinal sonoro. Por este motivo o periodo maximo de

amostragem das distancias entre os receptores acusticos e os emissores é dado por
Tamostragem maximo distancias = Tslot emissores X nimero de emissores

Como exemplo, considere-se que existem quatro emissores e que a distancia entre eles e os
receptores acusticos ndo é superior a 10 m, cada intervalo de tempo necessita de ter a duragao
minima de 29,15 x 1073 s, e o periodo maximo de amostragem das distancias resultante, sera de
116,58 x 1073 5.

Contudo, em geral, para os acelerometros e giroscopios, conseguem-se periodos de amostragem
bastante inferiores. Uma forma de lidar com este facto, € utilizar o maior ritmo de amostragem para
estes sensores integrando em malha aberta as suas leituras (ou seja, considerar nulos os vectores s,
s, es,), e fechar a malha quando estiverem disponiveis as leituras das disténcias entre os emissores

e receptores acusticos.

5.6 Comentarios Finais

No presente capitulo foi obtida uma implementagdo em tempo discreto do observador que consi-

dera a existéncia de polarizagdes nos giroscopios, projectado no Capitulo 3. Para tal, aplicaram-se
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as técnicas estudadas no Capitulo 4. Esta aproximagao em tempo discreto, com recurso a algorit-
mos de integragao de equagdes diferenciais, é essencial para a implementagdo em computador do
observador.

Para integrar em tempo discreto a equacao (5.2) do observador de atitude € necessario recor-
rer a um algoritmo de integracdo numérica que preserve as propriedades da matriz de rotagdo ao
longo do tempo. Foram estudados trés métodos com estas caracteristicas, podendo ter cada um de-
les diferentes ordens de convergéncia. Pela natureza do problema que se pretende resolver nao foi
considerado vantajoso considerar ordens superiores a segunda, entdo as opgdes consideradas foram
Método Crouch-Grossman de segunda ordem, Método Munthe-Kaas de segunda ordem, e o Método
Livre de Comutadores de terceira ordem, pois ndo foram encontrados na literatura os coeficientes de
segunda ordem para este método. Estes métodos apresentam complexidades semelhantes. Sendo
equivalente implementar qualquer um deles, optou-se pelo Método Munthe-Kaas de segunda ordem.
A questao da complexidade é relevante porque muitas vezes os sistemas de navegagao tem de correr
a bordo de veiculos com recursos computacionais limitados.

A equacéo diferencial (5.3) foi integrada em tempo discreto recorrendo ao Método Adams-Moulton
de segunda ordem, pois este € um método implicito, e oferece uma boa relagao entre o custo com-
putacional e a convergéncia. Além disso, o algoritmo escolhido para integrar a dinamica de atitude
também é de segunda ordem apresentando propriedades de convergéncia semelhantes. O algoritmo
de integragao obtido é implicito, sendo por isso necessario resolve-lo de forma iterativa, utilizando por
exemplo, o0 Método do Ponto- Fixo.

Na integragao numérica do observador de posicao, o Método Adams-Moulton foi aplicado as duas
equacdes diferenciais que o constituem. A semelhanca do observador de atitude, o algoritmo ob-
tido para o observador de posi¢ao é implicito, necessitando de ser resolvido iterativamente em cada
instante de amostragem.

Foram ainda apresentados resultados de simulagao que permitem comparar o desempenho do
observador em tempo continuo com a sua aproximagao em tempo discreto, e uma forma de lidar com
o facto dos acelerémetros e giroscopios permitirem em geral, ritmos de amostragem superiores aos

disponibilizados pelo sistema de posicionamento acustico.
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Capitulo 6

Determinacao dos Ganhos dos

Observadores

6.1 Descricao Geral

No presente capitulo pretende-se obter valores razoéveis para os ganhos K, K;,, K, e K, para

a implementacdo em tempo discreto do observador, com objectivo de compensar adequadamente
a existéncia de polarizagdes nos giroscépios, diminuindo tanto quanto possivel o impacto do ruido
presente nas leituras dos sensores nas estimativas produzidas.

Aquando do desenvolvimento de qualquer sistema de estimagao ou controlo, € necessario en-
contrar quais 0s ganhos que permitem que o sistema apresente caracteristicas tao préximas das
desejadas quanto possivel. Uma caracteristica fundamental é a estabilidade. Todavia, existem ou-
tras associadas ao desempenho, que sédo extremamente relevantes para o bom funcionamento da
solugao proposta, dessas sao de destacar, a rapidez de convergéncia, a existéncia de oscilagdes e a
imunidade ao ruido.

Embora normalmente, para os sistemas lineares, seja possivel encontrar teoricamente os melho-
res ganhos para as caracteristicas desejadas através da resolugdo de um problema de optimizagao
convexa, em geral para os sistemas néo lineares isso ndo é verdade. O comportamento dos sistemas
néo lineares pode ser muito complexo e a influéncia dos ganhos em determinada caracteristica, pode
ter mais do que um maximo ou minimo local.

Encontrar os melhores ganhos para um sistema néo linear, € geralmente uma tarefa complexa e
com reduzida teoria de suporte. Muitas vezes 0s ganhos sdo ajustados manualmente ate se obter o
desempenho desejado.

Neste trabalho, a estratégia utilizada para obter os ganhos X, e K}, consiste em assumir valores
padrao para o ruido nos sensores, e calcular os ganhos que minimizam o erro quadratico médio

de atitude. Para encontrar esses ganhos realiza-se uma simulagao para cada uma das diferentes
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combinagdes de valores para os ganhos. Este processo, na literatura anglo-saxénica, é designado
por griding. Cada simulagéo tem a duragédo de 1000 s, por forma a minimizar o efeito do transitério
inicial na resposta do observador.

A estrategia adoptada para obter os ganhos K, e K, é distinta. Verifica-se que, a estrutura da
dinamica do erro de posicao e velocidade do observador em tempo continuo, sob uma transformagao
conveniente, € semelhante a estrutura do erro de um filtro de Kalman-Bucy. Tirando partido desta

caracteristica, os ganhos sao projectados com recurso a teoria destes filtros.

6.2 Nao Idealidades das Medidas

As medidas efectuadas por sensores possuem, em geral, ndo idealidades como ruido e polari-
zagdes. Neste capitulo considera-se que o ruido nas medidas de velocidade angular, das distancias
emissor-receptor, da aceleragao, e da posicédo expressa no referencial {L}, “Puedido, 80 modelados
por processos estocasticos gaussianos independentes em cada canal, e que as medidas de veloci-
dade angular possuem polarizagdes constantes.

A variancia considerada para “p,..qiz0, € @ Obtida para a situagcéo mais favoravel das simulagoes re-
alizadas na Secgaol2.5. As variancias da aceleragao e velocidade angular e as polarizagdes presentes
nas medidas de velocidade angular, correspondem a valores tipicos para este tipo de sensores, e sdo
semelhantes as utilizadas em [32]. A variancia das medidas de distancia depende consideravelmente
do sistema utilizado, contudo, sendo que os fabricantes do sistema Cricket (subsec¢éo 2.4.3) indicam
um erro relativo entre 1 cm e 5 cm, 0 ruido nestes sensores foi caracterizado com uma variancia de

(0.05 m)?. Na Tabela 6.1/ sd0 apresentadas as variancias e polarizagdes das varias medidas.

Tabela 6.1: Polarizagdes e variancia do ruido nas medidas (ruido gaussiano).

Medida Polarizagao Variancia do Ruido o
Velocidade Angular 0,001 rads™" por canal | (3,5 x 107* rads™")? por canal
Distancias Emissor-Receptor - (0.05 m)* em cada distancia
Aceleracéo - (0,006 ms~%)? por canal
Posigao expressa no referencial {L} - (0,002 m)?* por canal

6.3 Ganhos da Implementacao Discreta do Observador de Ati-

tude, K, e K},

A construgdo em cascata do observador, permite procurar os melhores ganhos de forma sepa-

rada para a aproximagao do observador de atitude e para a aproximagao do observador de posigao.
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Realizaram-se simulagdes do observador de atitude para todas as combinagdes possiveis dos valo-
res, 1072, 107!, ..., 10%°, 10!, para o ganho K, e dos valores 1074, 1073>, ..., 1071, 107!, para o
ganho K;, , e verificou-se qual a combinag&o que minimizava o erro quadratico médio da aproximagao
em tempo discreto do observador de atitude. As polarizagdes e variancia do ruido das medidas dos

sensores, estdo indicadas na Tabela 6.1.

As condi¢cdes em foram realizadas as simulagdes séo:
e frequéncia de amostragem de todos os sensores = 50 Hz;
e velocidade angular do sistema = @ = [0,10,1 0,117 (rads™);

e posigdes dos emissores de ultra-sons:

Lg, = [-20 =20 - 201" (m)
L%, = 12020 - 201" (m)

Lgy =120 =20 201" (m)

L%y = [-2020 2017 (m)

%5 =100 - 01" (m);
e posicdes dos receptores acusticos no referencial do corpo:

Bacreceptor,l =[00 O]T (m)
BacrECeptor,Z =10,50 O]T (m)
Bacreceptor,?) =[00,5 O]T (m)

Bac,eceprora = [000,5]" (m)
e erro de atitude inicial: 0(t) = 75 rad;

A Figura 6.1/ mostra o valor quadratico médio do erro de atitude, ||R — I||, em fungéo de K,, e K, .

Verifica-se que a superficie formada é convexa com um minimo em:

K,=0,1

K, =0,0032

e com o valor de 1,7489 x 1074,

A superficie apresenta esta forma porque para valores dos ganhos demasiado elevados, existe
uma grande amplificagdo do ruido nas leituras das distancias entre os emissores de ultra-sons e os
receptores acusticos, enquanto que para ganhos excessivamente baixos, existe essencialmente uma
integragéo das leituras ruidosas dos giroscopios em malha aberta, ndo existindo capacidade para

compensar as polarizagdes nos giroscopios.
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Figura 6.1: Erro quadratico médio do erro de atitude. O valor minimo encontrado esta identificado por

uma bola verde.

6.4 Ganhos da Implementacao Discreta do Observador de Posi-

cao, K, e K,

O sistema dos erros de posigao e velocidade do observador em tempo continuo, pode ser posto na
forma da equacao de erro de um filtro de Kalman-Bucy (Apéndice B). Dada esta propriedade utilizou-
se a teoria associada para obter os melhores ganhos para o observador de posi¢cdo. Assume-se
que, os melhores ganhos para o observador em tempo continuo, sdo também bons ganhos para a
respectiva aproximagao em tempo discreto.

Comeca-se por admitir que nao existe ruido nos giroscépios e que o erro de estimagao de atitude
e das polarizacdes nos giroscépios é nulo, ou seja, R =I e b, = 0.

O sistema nominal de posigao e velocidade é dado por

e o sistema das grandezas estimadas ¢é definido como

f) =V- (G))Af) - Kp (f) - ﬁTmeedido)
(6.2)

A

V= Agensor T RTLQ - ((I))A‘Ar - K, (f’ - 7TQTmeelI'idU) .

Considera-se que as medidas de aceleragao e de posi¢ao expressa no referencial {L}, se encon-

tram corrompidas com ruido, tal que,

Agensor = A+ N,

L L=
Pmedido = P + 1,
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em que n, e n,, S0 processos gaussianos de média nula e covariancias dadas por

Em, (Ol (r) = QM- 1)
Em,(nl(1) = RO -1)
a2 0 0
0 = [ 0020 ]
0 0 o2
0';, 0 0
R = |: 0 0'% 0 ],
0 0 o‘f)

onde &(a), representa o valor esperado do processo estocastico a, e o2 e o-ﬁ sao, respectivamente,
as variancias por canal das medidas de aceleragéo e de posigao expressa no referencial {L}, “Priedido-
O sistema estimador (6.2) pode entao ser reescrito como
p=v-(@"p-K,(p-p-R'n,) 63)
Vv=a+n,+Rg- (@ "V-K (p-p-R'n,).
Utilizando (6.1) e (6.3), e definindo o erro de posigao e velocidade respectivamente como, p := p—p

e Vv := v -V, obtém-se a dindmica do sistema de erro

p=9-(@"p-K,(p-R'n,)

(6.4)
V=n,-(@)"V-K(p-R'n,).

Por forma a obter uma dinamica invariavel no tempo, realiza-se sobre [p” ¥7]7 a transformagao de
Lyapunov, Ty, = [ff 72] em que R = R(®)". A dindmica obtida para o sistema transformado é dada
por

d - - -

E(‘Rp) =RV - K,Rp + K,n,

p (6.5)

d—t(m) = Rn, — K,Rp + K,n,,
onde K, e K,, sdo matrizes diagonais com dimensdes 3 x 3, com todos os elementos iguais e estrita-
mente positivos. Repare-se que este sistema pode ser rescrito na forma da equagao diferencial que

rege a dindmica do erro de um filtro de Kalman-Bucy (B.5)
X = FX — KHX + Kv — Gw,
com
F=[84], k=[] H=[}4].G=[2]. v=-n, ew=%n,

Para poder calcular os ganhos através da teoria de filtros de Kalman-Bucy, é necessario conhecer
as matrizes de covariancia de w e v. Dado que Q e R sdo matrizes diagonais com todos os elementos

idénticos, tem-se que

Eww’) ERn,nIRT) = REMNHRT = RAZIRT = RRT 21 = 021 = Q

&w') = &myn)) =R
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A matriz de ganhos 6ptimos estacionarios, K, é dada pela equagéo (B.9)
K = PHR™". (6.6)

em que P é a matriz de covariancia de X,

que é dada pela solugao em regime estacionario da equagao de Ricatti em tempo continuo (B.10)
0=FP+PF' —PH'R'HP + GQG". (6.7)

Admitindo que as variancias das medidas de aceleracdo e de posi¢ao sdo as representadas na
Tabelal6.1) e resolvendo a equacgao (6.7) obtém-se a seguinte matriz de covariancia

0,0010 0 0 00003 0 0
0 00010 0 0 00003 0
P= 0 0 00010 O 00,0003
— 10,0003 0 0 00001 O 0
0 00003 0 0 00001 O
0 0 00003 0 00,0001

Utilizando este resultado na expressao (6.6), calcula-se a matriz de ganhos 6ptimos

0,5180 0 0
0 05180 0

— 0 0 05180
K= 0,1342 0 0
0 01342 0

0 00,1342

Para verificar que os ganhos K sao igualmente éptimos para o sistema de erro antes da trans-
formagao (6.4), mostra-se que a matriz de covariéncia ndo é alterada pela transformagédo. Como P
€ constituido por quatro sub-matrizes diagonais, de dimensao 3 x 3, e cada uma das sub-matrizes

contém todos os elementos iguais, tem-se que

6.5 Resultados de Simulacao

Foi realizada uma simulag@o, com o objectivo de ilustrar a evolugdo das estimativas de posigéo,
velocidade, atitude, e polarizagbes nos giroscépios, quando as medidas dos sensores sdo ruidosas.
Os valores dos ruidos e polarizagdes utilizados nesta simulagéo, séo idénticos aos apresentados na
Tabela 6.1, em fungéo os quais, nas secc¢oes anteriores foram calculados os ganhos para a aproxima-
¢ao em tempo discreto do observador. Nesta simulagéo, o veiculo descreve uma trajectéria em hélice
alinhada com eixo dos zz com velocidade angular, 0, 125 rads~'. Considerou-se que as posicdes dos
emissores e dos receptores sao idénticas as utilizadas na Secgéo 6.3, sendo os erros iniciais, 0s
apresentados na Tabela 6.2.

O gréfico da Figura 6.2(a)| mostra a evolugéo temporal dos erros de atitude e de estimagao das

polarizagées nos giroscopios. Verifica-se que a aproximagdo em tempo discreto do observador é
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Tabela 6.2: Erros inicias da simulagdo com ruido nos sensores.

Grandeza Erros Iniciais
0(1o) 15522, 5 (rad)
by, (1) 13500,50,50,51" (rads™)
p(to) [0,50,50,5]" (m)
(1) [0,250 —0,005]7 (ms™")

Erro de Posicao

Erro de Atitude 1
0.8 T T T
0.8F 8
0.6- 1 .
= £ 0.6 4
= &
| 0.4 d =
s 204 4
.l X e | o2 ¥: 005261
Y: 0.008804 0 e L
0 By
0 50 100 150 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Erro na Estimativa das Polarizacdes dos Giroscopios Erro de Velocidade
0.0% T T T T T T
0.3 4
—~ 0.008§ ] —~
@« ‘v‘ L -
“g 0.006 4 5 0.2]
= 0.004 , =l
= X:189.7 =0t X:185.1
0.002 Y:0.0004976 | o Y:0.004912
]
o ; ;
0 50 100 150 200 0 20 40 60 BOTe"iLI?OO (5)120 140 160 180 200

Tempo (s)

(a) Evolugao no tempo dos erros de estimacao de atitude e (b) Evolugéo no tempo dos erros de estimacado de posi¢ao

polarizagdes nos giroscépios. e velocidade.

Figura 6.2: Evolu¢do no tempo dos erros de estimagéo do observador.

capaz de corrigir o erro de atitude inicial, ndo sendo possivel elimina-lo totalmente devido ao ruido dos
sensores. Encontra-se identificado no gréafico de atitude um ponto correspondente, aproximadamente,

ao erro em regime estacionario. Pela a equagao (3.7), sabe-se é vdlida a igualdade
IR@) 11> = 4 (1 = cos (8. (1)), (6.8)

através da qual é possivel concluir que nesse ponto, o valor do angulo correspondente a representagéao
por vector de rotacdo, é 6(r = 189,7 s) ~ 6,222 x 1073 rad ~ 0,357°. A estimativa das polarizagcdes em
regime estacionario, apresenta um erro da ordem de 0, 0005 rads™".

Os erros das estimativas de posi¢ao e velocidade sdo mostradas no gréafico da Figura [6.2(b)k
Observa-se que a aproximagdo em tempo discreto do observador corrige as estimativas iniciais de
posicao e velocidade, e que a posi¢cdo apresenta um erro, em regime estacionario, de aproximada-
mente de 0, 0228 m, e a velocidade, um erro de 0,0049 ms~".

A fim de comparar a posicao estimada e a posi¢ao fornecida pelo sistema de posicionamento
por ultra-sons, é apresentado o grafico da Figura 6.3. E possivel observar que o erro da estimativa
de posigao, € menor que a média do erro da posigao fornecida pelos sensores, que tem o valor de

0,069 m. A estimativa dada pela aproximagao em tempo discreto do observador, além de mais precisa,
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Comparagéo entre o Erro da Posigao Fornecida pelo Sistema de Posicionamento e pelo Observado
T T T T T T T

— Hpm?dido - f)H
08 - -N[f)dla de ||pmedido - pH I
v —lIpll H
0.6 ]

Figura 6.3: Comparagéao entre a estimativa do erro de posigao fornecida pelo sistema de posiciona-

mento de ultra-sons e a fornecida pelo observador.

€ também menos ruidosa, o0 que é conveniente se a posigao estimada for a entrada de um sistema de
controlo. Este sistema de navegagao apresenta também as vantagens de estimar simultaneamente o
vector de velocidade, e de poder a estimar a posi¢ao e a velocidade apenas com base nos sensores
inerciais, por integracdo em malha aberta das respectivas leituras, caso as medidas dos sensores

externos fiquem temporariamente inacessiveis.

Vista 3D

—— Trajectoria Real
—— Trajectéria Estimad

Eixo y (m)

Figura 6.4: Trajectérias real e estimada em trés dimensdes quando existem nao idealidades nos sen-

sores.

A Figura 6.4 mostra a trajectéria real e a posigao estimada. Pode observar-se a diferenca entre as

posigdes iniciais, e a convergéncia da posi¢ao estimada para a posig¢ao real.
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6.6 Comentarios Finais

Foi proposto um procedimento para determinar os ganhos para a implementagédo em tempo dis-
creto do observador. Identificaram-se as nado idealidades presentes em cada sensor. Considerou-se a
existéncia de ruido nas medidas de aceleragao, nas medidas de velocidade angular, nas medidas das
disténcias os emissores e os receptores, e na posigao obtida pelo método de interpolagéo esférica,
e considerou-se também a existéncia de polarizagdes nos giroscépios. Os ruidos foram modelados
como sendo gaussianos de média nula.

Para obter os ganhos K|, e K, foi realizado um processo conhecido na literatura anglo-saxénica
como griding, em que foi calculado o erro quadratico médio de atitude para diferentes pares de ganhos.
Tendo-se obtido erro minimo para os ganhos K, = 0,1 e K}, = 0,0032.

A técnica empregue na determinagéo dos ganhos K, e K, da implementagdo em tempo discreto
do observador, foi distinta da anterior. Considerando exactas as estimativas de atitude e polarizagdes,
e através de uma transformacao linear conveniente, foi possivel transformar o sistema dos erros de
estimagao do observador de posigao em tempo continuo, num sistema linear com uma estrutura se-
melhante a dindmica do erro de um filtro de Kalman. Dada esta propriedade, recorreu-se a teoria
associada a estes filtros para determinar os ganhos 6ptimos. Mostrou-se também que os ganhos
sdo igualmente 6ptimos para o observador de posi¢cdo, uma vez que a transformacgao realizada nao
altera a covariancia do erro de estimagao do sistema. Dado que a implementagdo em tempo discreto
aproxima o comportamento do sistema em tempo continuo, é expectavel que esses ganhos também
apresentem um desempenho razoavel para a implementacao em tempo discreto proposta para o filtro.
Os valores obtidos para os ganhos do observagdo séo K, = 0,5180 e K, = 0, 1342.

Por fim foram apresentadas simulagdes ilustrativas do desempenho da implementa¢do em tempo
discreto do observador quando as medidas fornecidas pelos sensores estdo corrompidas por ruido
gaussiano de média nula. Verificou-se que os estados estimados convergem para os estados reais.
Tal como seria de esperar, existe um erro em regime estacionario devido ao ruido dos sensores,
contudo, observou-se que este erro é bastante pequeno, sendo da ordem de 0, 35 graus para o erro
de atitude, 0,0228 m para o erro de posicéo, e 0,0049 ms~' para o erro de velocidade. O erro em
regime estacionario da estimativa das polarizagdes dos giroscépios é da ordem do valor real, pelo que

se pode afirmar que o ruido é demasiado elevado para estimar correctamente o valor desta grandeza.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalho Futuro

Neste trabalho, desenvolveu-se um algoritmo de navegagao, utilizando uma abordagem distinta
das técnicas utilizadas tradicionalmente na literatura. A abordagem adoptada, baseou-se na sin-
tese de observadores nao lineares em tempo continuo, que foram posteriormente implementados em
tempo discreto.

Foram desenvolvidos dois observadores, um sem a capacidade de estimar as polarizagdes nos
giroscépios e outro com esta capacidade. Cada um dos observadores derivados é constituido por
um observador de atitude, que estima a orientagdo do veiculo, e por um observador de posicéao, que
estima a posicao e a velocidade do veiculo. Ambos os observadores de atitude sdo baseados em
[15] e [16]. A sintese dos observadores de posigao € uma das principais contribuigdes deste trabalho.
Nesse sentido, foi provada a estabilidade exponencial global de ambos os observadores de posicao e
a convergéncia exponencial dos estados estimados para os estados reais.

Com o objectivo de implementar em computador os observadores desenvolvidos, foram estudadas
varias técnicas de integragdo numérica. Foi dada especial atencdo as técnicas que permitem integrar
numericamente a equacao diferencial de atitude, garantindo que a matriz resultante de cada iteragao
se mantém no grupo SO(3), uma vez que com os métodos usuais de integracao tal nao é possivel.

Estas técnicas foram aplicadas na implementagao discreta do observador com capacidade de esti-
mar as polarizagbes dos giroscépios e foi obtido um algoritmo discreto, implementavel em computador.
Foi também proposto e executado, um procedimento para obter os valores dos ganhos de retroacgao
a utilizar na implementacdo em tempo discreto do observador, que permitem minorar os erros de
estimagao produzidos pela existéncia de ruido nos sensores.

Considera-se que este trabalho atingiu os seus objectivos, resalvando-se a necessidade de conti-
nuar os estudos, a fim de atingir o objectivo mais alargado de desenvolver e caracterizar um protétipo,
a implementar nas plataformas aéreas do DSOR do ISR. Nesse sentido, sugerem-se como topicos
de trabalho futuro, a andlise da convergéncia das diversas utilizagdes do método do ponto-fixo, a
validacdo do trabalho desenvolvido através da sua implementagdo pratica, e a comparagao do seu

desempenho com as solugdes ja existentes.
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Apéndice A

Geometria do Grupo de Rotacoes

Seja M(3)o conjunto de todas as matrizes reais com dimensao 3 x 3 e GL(3)o seu subconjunto que
apenas contém matrizes n&o singulares. O grupo de rotagdes em R?, denominado SO(3), é o grupo

das transformagdes ortogonais com determinante positivo unitario em R3.
SO(3) ={R € GL(3) : R'R =T A det(R) = 1},

onde I é a transformacéo identidade em R3. A &lgebra de Lie correspondente, so(3), é o espaco das
matrizes anti-simétricas

s0(3) = {A € gl(3) : A" = -4},

onde gl(3), o espago das transformagées lineares em R3, é a algebra de Lie associada com o grupo
de Lie GL(3)[51].

A.1 Exponencial e Logaritmo

A exponencial de uma matriz X em GL(3)denota-se por Exp(X) e é dada pelo limite da série

o 1 . = -
convergente Exp(X) = Z EXk' Quando a matriz Y pertencente a GL(3), ndo tem valores préprios
k=0
na linha (fechada) real negativa, existe um Unico algoritmo real, denominado o logaritmo principal,
e denotado por Log(Y), cujo espectro se localiza no infinito faixa {z € C : -t < Im(z) < =t} do plano
(I-Y)
k

(o)
complexo. Para qualquer norma matricial ||.||, se |II = Y|| < 1 entdo a série Z converge e

k=1

o (I-Y)
pode-se escrever Log(Y) = - Z I-1
k=1 k
0 < ||AY]] < m, é a matriz ortogonal com determinante unitario dada pela formula de Rodrigues

[51]. A exponencial de uma matriz anti-simétrica A, com

I, se [|AY]| = 0,

sin(Jl4" 1—cos([l4Il
- Ay Lol g2 se jav 0,

Exp(A) = {

Por esta fungéo exponencial mapear matrizes da algebra de Lie, so(3), para matrizes do grupo de Lie,

SO(3), é denominada de mapa exponencial em SO(3).
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O logaritmo principal para uma matriz R em SO(3), é a matriz em so(3) dada por [51]

0, se 0 =0,
5 (R-RT), seO=0,

2sin 6

Log(4) = {

onde 6 satisfaz tr(R) = 1 + 2 cos(0) e |0] < xt (esta formula ndo é valida quando 6 = +m).

88



Apéndice B

Filtro de Kalman em Tempo Continuo

James Follin, A. G. Carlton, James Hanson, e Richard Bucy desenvolveram o filtro de Kalman
em tempo continuo num trabalho n&o publicado para o laboratério Johns Hopkins Applied Physics na
década de 1950. Rudolph Kalman, num trabalho independente, desenvolveu o filtro de Kalman em
tempo discreto em 1960. Tomando consciéncia do trabalho de cada um, Kalman e Bucy colaboraram
na publicacéo do filtro de Kalman em tempo continuo em [6].

O filtro de Kalman em tempo continuo, ou filtro de Kalman-Bucy, devido ao extenso uso de compu-
tadores digitais, ndo é tdo vastamente utilizado na pratica, como o seu parente mais préximo, o filtro

de Kalman discreto. Ainda assim existem aplicagdes em que é necessario utilizar estes filtros.

B.1 Derivacao do Filtro

Considere-se o seguinte modelo nominal para o sistema dinamico.
X(t) = F(H)x(t) + B(tHyu(r) + G(t)w(r) (B.1)

z(t) = H@O)x(®) + v(1), (B.2)

onde u(¢) é uma entrada deterministica, e w(¢) e v(r) sdo processos estocasticos gaussianos de média

nula com covariancias dadas por

E{vev' @} = 05t - 1)
E{vv (1)} = R0t - )
E{vav' ()} =0,

em que &{a}, representa o valor esperado do processo a.

A estrutura do filtro de Kalman para este sistema é dada por

L) = FOR®) + BOu@®) + K@)[z(t) — HDR] (B.3)

z(t) = H(1)x(1). (B.4)
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Definindo o erro de estimagdo como X := X — x e utilizando as equagodes (B.1), (B.2) e (B.3), obtém

a seguinte dindmica para o erro de estimagao
X = F()% — K(OHOX + K(H)v(t) — G(t)W(t).
A solugéo para o sistema (B.5) é dada por [52]

X(t) = (2, 10)X(to) + f O, 1) (K()v(2) — G()w(p)) dT,

fo
onde @(t, 1y) € a matriz de transi¢ao do sistema (B.5) [37, Definicao 4.2].

A covariancia do erro de estado é definida por
P(1) == E{x(OK" (1)}
Substituindo a equacao (B.6) em (B.7) obtém-se
P(t) = O(t, 1) P(1o) D (1, 1)
+ fl t O(t, 1) [KORDK (1) + GDODG" ()] @ (1. 10)dr.

A derivada em ordem ao tempo de P(r) é dada por [52]

P(t) = [F(t) = K(OH(®] P(1) + P(1) [F(1) - KOH®N]

+GOOWOGT () + KORMDKT ().

(B.5)

(B.8)

Para determinar o ganho K(f), minimiza-se uma fungéo de custo dada pelo trago de P(r). E condi-

¢ao necessaria para o minimo, que a derivada da fungéo de custo em ordem ao ganho, seja nula

te(P(t)) = 2K(OR() — 2POH” (1) = 0.

0
0K (1)

Resolvendo a equagao anterior em ordem a K(¢) obtém-se
K@) = POHT (OR™'(1).

E a substituicdo da equacéo (B.9) em (B.8) origina

P(t) = F)P(t) + PO)FT(t) — P(OHT ()R Y ()H()P(f) + G(1) Q)G (7).

(B.10)

Esta equagao é conhecida como a equagdo de Ricatti em tempo continuo. Como para sistemas

invariantes no tempo, a covariancia do erro P(t) atinge o regime estacionario muito rapidamente, para

obter o denominado ganho estacionario, K, usualmente, resolve-se a equagao de Ricatti em regime

estacionario, ou seja, com P(t) = 0.

O observador resultante em regime estacionario, para além da optimalidade apresenta um con-

junto de propriedades interessantes as quais sdo sumarizadas no seguinte teorema [53]

Teorema 9. Considere o problema de filtragem dptimo. Considere ainda que:

e 0 par (FH) é observavel;
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e 0 par (F,G) é controlavel.

Entao existe uma e s6 uma solugdo positiva definida P > 0 da equagdo Algébrica de Riccati do
filtro

0=FP+PF' —PH'R'HP +GQG".

E o observador do estado resultante com estrutura
d
Ef((t) = FX(?) + B(Hu(®) + K()[z(t) - HR®)], K = POHTR™!

é sempre estavel.
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