
Universidade Técnica de Lisboa
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Resumo

Este relatório aborda o desenvolvimento de um Sistema de Navegação Inercial (INS,
de Inertial Navigation Systems) para aplicações subaquáticas auxiliado por um sistema
de posicionamento acústico baseado na topologia USBL (Ultra-Short Base Line). Propõe-
se neste trabalho uma nova estratégia de projecto do sistema de navegação baseada na
informação directa dos receptores acústicos instalados a bordo do véıculo em conjunto
com um filtro de Kalman.

A solução clássica consiste numa estratégia de projecto resolvendo separadamente
o problema de triangulação e o problema de fusão sensorial. Assim, neste trabalho,
propõe-se também a resolução do problema utilizando uma estratégia clássica baseada
nas posições dos emissores no referencial do véıculo calculadas com base na informação
dos receptores acústicos.

Com o objectivo de caracterizar os rúıdos dos tempos de chegada dos sinais acústicos,
estudam-se estratégias de processamento de sinal em ambiente subaquático utilizando
técnicas de espalhamento espectral (SS, de Spread-Spectrum), que exploram as vantagens
dos sinais SS face ao tradicionalmente utilizado pulso sinusoidal. Estes permitem a uti-
lização de potências de transmissão mais baixas do que os pulsos sinusoidais. Permitem
ainda um melhor desempenho em situações de utilização conjunta do canal e na rejeição
de trajectos múltiplos dos sinais propagados.

Recorrendo a uma caracterização rigorosa dos rúıdos das observações das posições
relativas dos emissores, com base nos rúıdos dos tempos de chegada dos sinais acústicos,
é feita uma comparação, em condições idênticas, do desempenho das duas estratégias.
Verifica-se que a nova estratégia no espaço dos sensores apresenta um erro quadrático
médio de estimação da posição e orientação do véıculo inferior ao da estratégia clássica e
também um melhor desempenho na estimação das polarizações dos sensores inerciais.

Palavras Chave: INS, USBL, Filtragem de Kalman, Direct Feedback, Spread-Spectrum.
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Abstract

This report presents the development of an Inertial Navigation System (INS) aided by
an Ultra-Short Base Line (USBL) acoustic positioning system for underwater applications.
A new design strategy for navigation systems is proposed, whereby the acoustic sensors
information is exploited by resorting to the Extended Kalman filter.

The classical solution consists of solving separately the triangulation and the sensor
fusion problems. In this work, and for benchmark purposes, a solution for the classical
strategy is developed, based on the emitters relative positions computed from the acoustic
sensors data.

The time of arrival stochastic characterization of the acoustic signals is addressed. Sig-
nal processing techniques are applied in underwater environments using Spread-Spectrum
(SS) signals with considerable advantages over the commonly used sinusoidal pulse signals.
Among those advantages is use of less transmission power compared to other modulation
techniques, better performance in simultaneous propagation environments, and superior
multi-path rejection.

Resorting to a rigorous stochastic characterization of the relative positions, based on
acoustic sensors noises, the performance of both strategies are compared. The sensor
based strategy achieves smaller position and orientation mean square estimation errors
and better inertial sensors biases estimates.

Keywords: INS, USBL, Kalman Filtering, Direct Feedback, Spread-Spectrum.
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3.2 Representação da orientação do véıculo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2.1 Matriz de rotação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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H.1 Média e covariância do vector de tempos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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4.2 Incidência de uma onda acústica em dois receptores no plano XY . . . . . 24
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5.4 Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de posição com 13
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5.5 Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de orientação com
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5.6 Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação das polarizações dos
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Caṕıtulo 1

Introdução

Os Véıculos Submarinos Autónomos (AUV, de Autonomous Underwater Vehicles) e
os Véıculos Operados Remotamente (ROV, de Remotely Operated Vehicles) têm hoje
em dia grande importância tanto em aplicações industriais como cient́ıficas. Esta au-
tomação/robotização visa essencialmente tornar posśıvel a execução de operações com-
plexas muitas vezes realizadas a grandes profundidades (como reparações e manutenção de
cabos subaquáticos e plataformas petroĺıferas) colocando cada vez menos em risco vidas
humanas.

Os sistemas de navegação são uma peça fundamental tanto para este tipo de véıculos
como para os submarinos tripulados, servindo para indicação da posição e orientação do
véıculo em relação a um dado referencial, para quem supervisiona as suas operações e para
outros sistemas a bordo tais como sistemas de controlo do véıculo, sistemas de controlo
de missão, etc.

Os Sistemas de Navegação Inercial (INS, de Inertial Navigation Systems) enquadram-
se nos sistemas de navegação mais utilizados hoje em dia. Estes permitem que um véıculo
possa navegar e estimar a sua posição e orientação com instrumentos próprios navegando
sem aux́ılio (dead reckoning) nem dependência de sistemas externos. O cálculo da posição
e orientação do véıculo por estes sistemas passa pela integração de medidas de acelerações
lineares e velocidades angulares dadas por um conjunto de sensores inerciais formado
por acelerómetros e giroscópios. Como estas medidas são afectadas por factores como
desalinhamentos de instalação, rúıdos e polarizações, os erros de estimativa crescem ilimi-
tadamente com o tempo. Por esta razão, os INS são sistemas naturalmente instáveis. De
forma a limitar este efeito, é necessário recorrer a sensores auxiliares que possam ajudar
a corrigir os erros do sistema. Note-se que devido à forte atenuação das ondas elec-
tromagnéticas dentro de água, não é viável a utilização de sistemas de posicionamento
tradicionais como por exemplo a navegação por satélite (GPS - Global Positioning System,
GLONASS - Global Navigation Satellite System e GALILEO que podem eventualmente
falhar ou não estarem dispońıveis temporariamente).

Neste trabalho propõe-se a utilização de sensores de posicionamento acústico, baseado
nas topologias USBL (Ultra-Short Base Line) e LUSBL (Long & Ultra-Short Base Line)
em conjunto com um INS, com o objectivo de manter o erro associado às estimativas de
posição, velocidade e orientação limitados e tão pequenos quanto posśıvel. É apresentada
uma estratégia de projecto do sistema de navegação, tanto quanto se sabe inovadora, base-
ada na informação directa dos receptores acústicos. O desempenho desta nova estratégia é
comparado, nas mesmas condições de operação, com o de uma estratégia clássica baseada
no espaço das posições relativas dos emissores no referencial do véıculo, sendo os rúıdos
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2 1. Introdução

das observações de posições relativas rigorosamente caracterizados com base nos rúıdos
de observações dos receptores acústicos.

Os sensores acústicos, base para as topologias USBL/LUSBL exploradas, são suporta-
das por estratégias de processamento de sinal em ambiente subaquático utilizando técnicas
de espalhamento espectral (SS, de Spread-Spectrum). Estas técnicas exploram as vanta-
gens destes sinais face ao tradicionalmente utilizado pulso sinusoidal permitindo a uti-
lização de potências de transmissão mais baixas que os pulsos sinusoidais. Permitem
ainda um melhor desempenho em situações de utilização conjunta do canal e na rejeição
de trajectos múltiplos dos sinais propagados.

Enquadrado no mesmo projecto, em [1] apresenta-se um sistema de controlo baseado
na informação directa dos sensores, onde são também estudadas geometrias espaciais de
instalação dos receptores no véıculo, que optimizam o cálculo da direcção dos emissores
no referencial do véıculo.

1.1 Receptores/Emissores

Ao longo deste trabalho serão referidos como emissores os dispositivos, que se assumem
colocados em posições fixas no meio ambiente, capazes de emitir sinais acústicos que
podem ser detectados pelos receptores instalados a bordo do véıculo. Estes emissores
podem ser tanto faróis acústicos (beacons) ou transreceptores (transponders), dependendo
do tipo de funcionamento que se pretender. A referência aos dispositivos como emissores
tem então o objectivo de manter a versatilidade de operação do sistema e também de
distinguir claramente os receptores do véıculo dos dispositivos emissores no meio ambiente.

Os faróis acústicos são dispositivos que podem emitir sinais acústicos com uma cadência
pré-determinada, obrigando a uma sincronização dos relógios dos emissores e dos recep-
tores.

Os transreceptores são dispositivos capazes de receber e emitir sinais acústicos podendo
desta forma responder a pedidos de emissão efectuados por parte do véıculo.

O véıculo é equipado com receptores rigidamente montados na sua estrutura, que têm
apenas a capacidade de receber os sinais enviados pelos emissores. Pode ainda estar
equipado com um dispositivo capaz de emitir sinais acústicos para interrogar os transre-
ceptores colocados no meio ambiente.

1.2 USBL/LUSBL

As topologias USBL e LUSBL baseiam-se essencialmente no conceito de linha de base
que é a distância entre dois receptores acústicos.

USBL Baseia-se nas diferenças de tempos de chegada dos sinais para calcular a direcção
e distância de um emissor. As linhas de base são muito curtas (dáı o nome Ultra-Short)
sendo os receptores dispostos em geometrias que permitam optimizar o cálculo da di-
recção [1].

LUSBL Baseia-se no mesmo prinćıpio que o USBL mas para além dos receptores colo-
cados no véıculo com USBL, utiliza os sinais provenientes de vários emissores separados
entre si por linhas de base maiores (dáı o nome Long) para calcular a posição e orientação
do véıculo com maior precisão.
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1.3 Estrutura do documento

Este relatório encontra-se dividido da seguinte forma:

• No Caṕıtulo 2 estudam-se estratégias de processamento de sinal em ambientes su-
baquáticos utilizando técnicas de espalhamento espectral procurando obter boas
propriedades em utilizações simultâneas do canal, rejeição de trajectos múltiplos e
elevada imunidade a rúıdo;

• No Caṕıtulo 3 estudam-se alguns tópicos sobre navegação inercial. É apresentada
a representação da orientação do véıculo e a escolha dos referenciais utilizados para
navegação. É ainda abordado o algoritmo de navegação inercial utilizado no presente
trabalho;

• No Caṕıtulo 4 são introduzidos os sensores auxiliares utilizados para corrigir os erros
do INS. É apresentado o magnetómetro e o sistema de posicionamento acústico;

• No Caṕıtulo 5 referem-se tópicos sobre fusão sensorial com sistemas de navegação
inercial. São apresentadas duas estratégias de projecto do sistema de navegação,
sendo analisados e comparados os seus resultados;

• Finalmente, no Caṕıtulo 6 apresentam-se as principais conclusões retiradas do pre-
sente trabalho e enumeram-se alguns tópicos sobre trabalho futuro a efectuar.
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Caṕıtulo 2

Processamento de sinal

A comunicação entre duas entidades num ambiente subaquático é claramente afectada
pelas condições adversas que se podem observar neste tipo de meios como sejam o rúıdo
acústico e a existência de trajectos múltiplos. As ondas acústicas propagam-se por longas
distâncias com fraca atenuação, tornando atractiva a sua utilização em detrimento das
ondas electromagnéticas (Laser Range Finder, Radar, etc), que são altamente atenua-
das em ambiente subaquático. A visibilidade é em geral muito fraca pelo que sistemas
baseados em visão são também exclúıdos, salvo em raras excepções.

As comunicações acústicas têm sido as mais utilizadas em aplicações subaquáticas.
Estas englobam desde transmissão de dados com modem’s acústicos e sonares a simples
emissões e detecções de sinais de referência para posicionamento.

2.1 Estimação do tempo de chegada de um sinal

A precisão de cálculo da posição e orientação do véıculo depende fortemente da precisão
da estimação do tempo de chegada (TOA, de Time Of Arrival) do sinal utilizado para
posicionamento.

O método mais utilizado para a estimação do TOA é fazer passar o sinal recebido, a
partir de um dado instante de interesse, por um filtro adaptado (matched filter). Uma
vez obtida a resposta do filtro adaptado retira-se o instante de tempo em que atinge o
seu valor máximo e subtrai-se a este a duração do sinal. Desta forma obtém-se o tempo
de chegada do sinal.

2.1.1 O filtro adaptado de um sinal

Seja g(t) um sinal com t ∈ [0, T ] corrompido por rúıdo branco gaussiano w(t). O filtro
que maximiza a relação sinal-rúıdo de g(t) denomina-se filtro adaptado [2], representado
na Figura 2.1, onde h(t) representa a resposta impulsiva do filtro e y(t) a sáıda do filtro.

Tem-se então, como deduzido em [2], que o filtro óptimo hopt(t) é dado por

hopt(t) = kg∗(T − t), (2.1)

onde k é um factor de escala.
Uma vez que os sinais em questão são todos reais pode reescrever-se 2.1 como

hopt(t) = kg(T − t). (2.2)

5



6 2. Processamento de sinal

Analisando 2.2 verifica-se que o filtro que maximiza a relação sinal-rúıdo do sinal
recebido é constrúıdo a partir do sinal esperado invertido e deslocado de T no tempo.

Pode ainda estabelecer-se uma relação directa entre a autocorrelação do sinal esperado
e a sáıda do filtro adaptado. Considere-se então a discretização da sáıda do filtro adaptado
y(n) e a autocorrelação do sinal esperado v(n). A relação entre estas duas grandezas é
dada por (deduzida no Apêndice A)

y(n) =
1

k
v

(
n+

T

TS

)
+ ξ(n), (2.3)

onde TS é o tempo de amostragem e ξ(n) é o erro introduzido pelo rúıdo e é dado por

ξ(n) = kg

(
T

TS
− n

)
∗ w(n). (2.4)

De 2.3 e 2.4 verifica-se que para w(n) = 0 a sáıda do filtro adaptado é igual à auto-
correlação do sinal de entrada deslocada no tempo e escalada de 1

k
.

2.2 Estimação do tempo de chegada de um sinal si-

nusoidal

Tradicionalmente, neste tipo de aplicações, têm sido utilizados como sinais de re-
ferência pulsos sinusoidais. Na Figura 2.2 apresenta-se a resposta do filtro adaptado a
um pulso sinusoidal de duração T = 3 ms, instante de chegada TOA = 1 ms e frequência
f = 200 KHz em condições ideais de operação (sem rúıdo nem trajectos múltiplos e
ocupando exclusivamente o canal).

ht 
y t 

w t 

g t 

+
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4
x 10

4

t [s]

y

Figura 2.1 - Modelo do filtro
adaptado

Figura 2.2 - Sáıda do filtro
adaptado para um pulso

sinusoidal em condições ideais

A estimativa do TOA calculada nesta situação é correcta. No entanto este tipo de
detecção traduz ńıveis de confiança muito baixos em termos de repetibilidade. Na Fi-
gura 2.3 apresenta-se a resposta do mesmo filtro adaptado a um pulso sinusoidal idêntico
ao utilizado no caso anterior mas em condições não ideais (corrompido por rúıdo branco
gaussiano e com um trajecto secundário com 2 ms de atraso em relação ao directo).
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(a) Com rúıdo
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(b) Com rúıdo e um trajecto secundário

Figura 2.3 - Sáıda do filtro adaptado para um pulso sinusoidal em condições
não ideais

A utilização de pulsos sinusoidais condiciona ainda a utilização simultânea do canal
em questão. Uma possibilidade seria a de fazer distinção na frequência de sinais oriundos
de diferentes fontes porém a correlação cruzada entre sinais sinusoidais de frequências
diferentes é ainda relativamente elevada dificultando o processo de separação de fontes.
Resumindo, a detecção utilizando pulsos sinusoidais tem:

• Mau funcionamento com outros sistemas na proximidade;

• Fraca imunidade a propagações por trajectos múltiplos;

• Fraco funcionamento em ambientes muito ruidosos;

• Necessidade de utilização de elevadas potências de transmissão para obter elevadas
relações sinal-rúıdo;

• Mau funcionamento em longas distâncias;

• Fraca fiabilidade e segurança.

2.3 Estimação do tempo de chegada de um sinal SS

Os sinais SS (Spread-Spectrum - sinais com espalhamento espectral) são essencialmente
caracterizados por ocuparem todo o espectro de frequências ao contrário dos pulsos sinu-
soidais que ocupam uma banda de frequências muito estreita. No Apêndice B apresenta-se
algumas propriedades e informação sobre geração de sinais SS.

Estes sinais surgem como alternativa aos pulsos sinusoidais como tentativa de:

• minimizar o erro introduzido pelo rúıdo em 2.4;

• fazer com que a autocorrelação do sinal utilizado se aproxime o máximo posśıvel de
um impulso de Dirac em 2.3;

7



8 2. Processamento de sinal

• permitir a utilização simultânea do canal utilizando uma topologia CDMA (Code
Division Multiple Access);

• tornar a detecção do TOA função relativa dos picos detectados e não absoluta do
máximo como é feito no caso do pulso sinusoidal;

• melhorar a detecção e rejeição de trajectos múltiplos.

Na Figura 2.4(a) apresenta-se a resposta do filtro adaptado a um sinal SS de duração
T = 3 ms, TOA = 1 ms em condições ideais de operação e na Figura 2.4(b) na presença
de rúıdo branco gaussiano e de um trajecto secundário com 2 ms de atraso em relação ao
directo (experiência semelhante à realizada para um pulso sinusoidal na Figura 2.3(b)).
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(a) Condições ideais
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(b) Com rúıdo e um trajecto secundário

Figura 2.4 - Sáıda do filtro adaptado para um sinal SS

Como se pode verificar pela Figura 2.4 a utilização de sinais SS permite uma melhor
detecção do TOA do sinal e ainda uma boa detecção de trajectos múltiplos.

2.3.1 Dinâmica dos transdutores

No caso de pulsos sinusoidais não se considerou a dinâmica dos transdutores de sinais
eléctrico-acústico pois são sinais de banda estreita. Por esta razão pode-se sempre ajustar
a frequência destes de modo a que não sejam afectados pela dinâmica dos transdutores.
O mesmo não se passa com os sinais SS pois ocupam todo o espectro de frequências e as
frequências que caiem fora da banda de funcionamento dos transdutores são altamente
atenuadas. Admite-se então que os transdutores podem ser modelados por filtros passa-
banda com frequência central de 50 KHz, largura de banda de 40 KHz e ganho unitário
na banda passante (ver Apêndice C). Na Figura 2.5 apresenta-se o efeito dos transdutores
na resposta do filtro adaptado a um sinal SS de duração T = 3 ms, TOA = 1 ms, na
presença de rúıdo branco gaussiano e de um trajecto secundário com 2 ms de atraso em
relação ao directo.

Numa primeira análise pode-se verificar que a introdução dos filtros causa uma dimi-
nuição da amplitude relativa dos picos e um atraso no sinal. A diminuição da amplitude
relativa dos picos é devida ao desfasamento entre as componentes de diferentes frequências
introduzido pelos transdutores (como se pode ver pela resposta em fase dos transdutores
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Figura 2.5 - Efeito dos transdutores na resposta do filtro adaptado

na Figura C.2), causando uma diminuição da correlação entre os dois sinais. O atraso
verificado é no entanto constante, causado pelo atraso da propagação da energia nos filtros
passa-banda discretos que modelam os transdutores, sendo dado por

δ(η) = 2ηTS, (2.5)

onde TS é o tempo de amostragem e η é a ordem do filtro. O factor de multiplicação 2 é
devido ao facto de os sinais passarem por dois transdutores, o de emissão e o de recepção.

Para a simulação da Figura 2.5 a ordem do filtro é η = 64 e a frequência de amostragem
200 KHz pelo que

δ(η) = 2ηTS = 2 × 64 × 1

200 × 103
= 0.64 × 10−3 s. (2.6)

Este fenómeno será inclúıdo em todas as simulações apresentadas de seguida neste
Caṕıtulo.

2.3.2 Efeito de Doppler

Existe ainda outro aspecto que pode causar alguma degradação no desempenho do
sistema, o efeito de Doppler que devido à velocidade relativa entre os emissores e receptores
causa modificações na frequência dos sinais. A frequência de um sinal sob o efeito de
Doppler é então alterado para

fD = f

(
1 ± vr

vp

)
, (2.7)

onde vr é o módulo da velocidade relativa entre o emissor e receptor, vp é a velocidade de
propagação do som na água. O sinal positivo (+) é usado quando o emissor e receptor se
aproximam e o sinal negativo (−) quando se afastam.

Na Figura 2.6 apresenta-se a resposta do filtro adaptado a um sinal SS de duração
T = 3 ms, TOA = 1 ms na presença de rúıdo branco gaussiano e de um trajecto secundário
com 2 ms de atraso em relação ao directo, para um afastamento entre o emissor e o receptor
com vr = 3 m/s. Admite-se que a velocidade do som na água é vp = 1500 m/s. Tendo
em conta o atraso constante provocado pelo filtro e sabendo que devido ao deslocamento
do receptor o tempo de chegada do sinal vem alterado para TOA = 1.002 ms, verifica-se
um erro de cerca de 8 µs no cálculo da estimativa do TOA.
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Figura 2.6 - Efeito de Doppler na resposta do filtro adaptado

2.3.3 Utilização simultânea do canal

É importante ainda verificar o funcionamento correcto em situações de utilização si-
multânea do canal. É ilustrada na Figura 2.7 o funcionamento em simultâneo numa
situação de três emissores e um receptor. A cada emissor é atribúıdo um código único
e admite-se que os emissores estão todos colocados à mesma distância do receptor e pa-
rados por uma questão de simplicidade na análise dos resultados. Todos os sinais têm
duração T = 3 ms, tempo de chegada TOA = 1 ms, rúıdo branco gaussiano e um trajecto
secundário com 2 ms de atraso ao directo.
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Figura 2.7 - Sáıda do filtro adaptado em situação de utilização simultânea do
canal por 3 emissores
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A estimativa do TOA calculada é a correcta para os três emissores tendo em conta o
atraso constante devido aos transdutores. De facto, a utilização de sinais SS permite um
excelente desempenho da comunicação em situações de utilização simultânea.

2.3.4 Interpolação do sinal recebido

Uma das fontes de imprecisão do sistema de detecção é a sua resolução, afectada pela
frequência de amostragem do sistema. O pico detectado na sáıda do filtro adaptado cai
num intervalo de incerteza ]τ − TS; τ + TS[, sendo τ o tempo estimado de chegada do
sinal (ETA, de Estimated Time of Arrival). Ora, se for efectuada uma interpolação do
sinal utilizando uma das técnicas convencionais (zero-padding + filtragem passa-baixo)
para aumentar o ritmo de amostragem do sinal, pode-se obter maior resolução. Para se
verificar o efeito da interpolação ilustra-se na Figura 2.8 a mesma simulação da Figura 2.6
(T = 3 ms, TOA = 1 ms, vr = 3 m/s, rúıdo branco gaussiano e um trajecto secundário
com 2 ms de atraso em relação ao directo), aumentando o ritmo de amostragem do sinal
recebido de 200 KHz para 1 MHz.
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Figura 2.8 - Sáıda do filtro adaptado com interpolação do sinal

O erro devido ao efeito de Doppler cai então de 8 µs para 5 µs. A diminuição do
intervalo de incerteza é especialmente importante para a precisão no cálculo da direcção
do emissor no referencial do véıculo [1].

2.4 Algoritmo de detecção do tempo de chegada de

um sinal

O algoritmo de detecção do tempo de chegada está implementado em qualquer das
entidades que recebe um sinal, tanto nos transreceptores colocados no meio ambiente
como nos receptores do véıculo. O seu funcionamento é o que se descreve de seguida:

1. Em cada instante de amostragem coloca-se a nova amostra no buffer de memória
BN

1 de comprimento N . De seguida, calcula-se a resposta do filtro adaptado utili-
zando uma FFT de modo a reduzir o número de cálculos envolvidos. Calcula-se a
FFT de K pontos de BN

1 , multiplica-se pela FFT de K pontos do filtro adaptado

11



12 2. Processamento de sinal

previamente calculada e inverte-se (FFT inversa). Se for detectado um pico na res-
posta deste que ultrapasse um limiar relativo A (entre o 1o pico e os restantes picos)
passa-se para 2, senão mantém-se neste passo.

2. Em cada instante de amostragem coloca-se a nova amostra no buffer de memória
BM

2 de comprimento M com M > N e em BN
1 . Mantém-se neste passo até que BM

2

esteja cheio. Quando este estiver cheio passa-se para 3.

3. Aumenta-se o ritmo de amostragem do sinal em BM
2 para se obter melhor resolução,

calcula-se a FFT de L pontos do sinal interpolado, multiplica-se pela FFT de L pon-
tos do filtro adaptado previamente calculada (a partir do sinal esperado interpolado
com o mesmo número de amostras que o sinal recebido) e inverte-se. Se nesta si-
tuação tiver sido detectado um pico na resposta do filtro adaptado que ultrapasse
um limiar relativo C, é declarada a detecção da chegada de um sinal e passa-se
para 1, senão passa-se simplesmente para 1.

2.5 Protocolo de processamento de sinais para posi-

cionamento

O protocolo de processamento de sinais para posicionamento proposto divide-se em
dois modos de funcionamento. No primeiro modo, o véıculo faz um pedido aos transre-
ceptores e estes respondem emitindo um sinal acústico. No segundo modo, os emissores
enviam um sinal acústico com uma cadência pré-determinada.

Modo 1 O primeiro modo de funcionamento encontra-se dividido em três fases como
ilustrado na Figura 2.9. O protocolo decorre então da seguinte forma:

1. O véıculo emite um sinal SS de duração T a requisitar uma resposta a um transre-
ceptor, gerando para isso o sinal com o código correspondente.

2. O transreceptor detecta o instante de chegada e programa o envio da resposta para
τ + Toffset s. Note-se que Toffset é constante e definido pelo protocolo.

3. O transreceptor envia um sinal SS, de duração T , no instante τ + Toffset s e gerado
com o seu código caracteŕıstico. Por fim, os receptores no véıculo detectam o sinal
de resposta e calculam o tempo de ida e volta do sinal (RTT, de Round Trip Time).

4. Calculado o RTT, subtrai-se Toffset e divide-se por 2, obtendo-se desta forma o
tempo que leva o sinal acústico a percorrer a distância que separa o emissor do
receptor.

Modo 2 No segundo modo de funcionamento, os emissores enviam um sinal SS ge-
rado com um código caracteŕıstico e distinto para cada emissor com uma cadência pré-
determinada. Neste modo de funcionamento, os relógios dos emissores e dos receptores
devem estar sincronizados.

Considere-se que os emissores enviam o sinal acústico nos instantes tk. Os receptores
recebem o sinal acústico em tk + τ . Então o tempo que leva o sinal acústico a percorrer
a distância que separa o emissor do receptor é τ .
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Figura 2.9 - Protocolo de processamento de sinais para posicionamento

Erros do Protocolo Os erros do protocolo surgem essencialmente de:

• Intervalo de incerteza devido ao instante de amostragem;

• Erros introduzidos pelo efeito de Doppler;

• Trajectos múltiplos, embora os erros inerentes sejam extremamente atenuados neste
ńıvel e possam ser devidamente tratados num ńıvel mais elevado;

• Deslocamento do véıculo e do emissor durante o tempo de trânsito do sinal acústico;

• Não-homogeneidade do meio (oceano) que introduz variações na velocidade de pro-
pagação do som na água.

2.6 Comentários finais

Neste Caṕıtulo estudaram-se métodos de detecção de sinais para posicionamento
tendo-se verificado que os sinais SS apresentam vantagens em relação aos tradicionais pul-
sos sinusoidais. Devido ao ganho na relação sinal-rúıdo introduzido pelas caracteŕısticas
do sinal e à técnica de detecção utilizada, torna-se posśıvel a utilização de sinais com
potência mais baixa, contribuindo assim para uma maior autonomia das baterias dos
emissores e receptores. Os sinais SS permitem ainda uma boa detecção de trajectos
múltiplos e, ainda que esteja fora do objectivo deste trabalho, comunicações seguras e
indetectáveis para utilizadores que não conheçam os códigos de geração.

Foi proposto um algoritmo de detecção do tempo de chegada de um sinal SS e um al-
goritmo de processamento de sinais para posicionamento do véıculo, tendo sido analisados
os erros inerentes. Verificou-se que existem essencialmente dois tipos de erros na detecção
do tempo de chegada de um sinal: um de modo comum e outro de modo diferencial. O
erro de modo comum é, como o nome indica, comum a todos os receptores mas diferente
de emissor para emissor. Este erro de modo comum é dependente da velocidade relativa
entre o véıculo e o respectivo emissor. A velocidade relativa entre os dois para além de
causar o efeito de Doppler no sinal, faz com que o tempo observado não seja exactamente
o tempo que leva a onda acústica a percorrer a distância entre os dois corpos. O erro de
modo diferencial é devido essencialmente ao intervalo de incerteza na localização do pico
do sinal de sáıda do filtro adaptado. Esta incerteza é de valor médio nulo e com desvio
padrão relacionado com o inverso da frequência de amostragem do sistema.
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Caṕıtulo 3

Navegação inercial

Os Sistemas de Navegação Inercial permitem a determinação da posição e orientação
de um véıculo com base na leitura de sensores inerciais como acelerómetros e giroscópios.
Estes baseiam-se no prinćıpio f́ısico de um corpo se manter em movimento rectiĺıneo
uniforme na ausência de forças externas. A aplicação de forças externas gera acelerações
lineares que podem ser medidas através dos acelerómetros e integradas numericamente de
modo a obter a velocidade e posição do véıculo a partir de condições iniciais conhecidas.
Estas forças podem igualmente gerar movimentos de rotação no véıculo, cuja velocidade
angular pode ser medida utilizando giroscópios de velocidade (rate gyros). Integrando
obtém-se então a orientação do véıculo a partir de uma dada condição inicial.

Neste caṕıtulo apresenta-se brevemente o sistema de navegação inercial utilizado neste
trabalho baseado na topologia strapdown em que os sensores inerciais são rigidamente
montados no véıculo. É também apresentada a representação da orientação do véıculo e
os referenciais de navegação utilizados. Em [3] é detalhado o funcionamento dos sensores
inerciais utilizados pelo sistema de navegação inercial.

Em [4] apresentam-se em detalhe topologias existentes de instalação dos sensores iner-
ciais no véıculo, aspectos sobre a implementação f́ısica dos sistemas de navegação inercial
e técnicas de calibração e alinhamento destes.

3.1 Definição dos referenciais de navegação

O facto de a Terra ter um movimento de rotação com velocidade constante não permite
assumir esta como referencial inercial. Os sistemas de navegação inercial utilizam por isso
um processo de encadeamento de referenciais para representação da orientação de um
corpo ŕıgido em relação a um referencial de interesse. Em [4] pode-se encontrar uma
discussão sobre a utilização de referenciais em navegação local e de longo curso.

Para navegação local, em que o espaço percorrido pelo véıculo numa dada missão é
suficientemente pequeno e o tempo de duração das missões é suficientemente curto para
não se considerarem fenómenos como a oscilação de Schuller [4], é suficiente considerar os
seguintes referenciais:

• {I} - referencial inercial de interesse para representação da orientação do véıculo;

• {E} - referencial Terra, utilizado para acompanhar o movimento de rotação terres-
tre;

• {B} - referencial do corpo na topologia strapdown, cujos eixos coincidem com a
colocação dos sensores e cuja origem não coincide, em geral, com o centro de massa

15



16 3. Navegação inercial

do corpo. Neste referencial, o eixo x tem sentido positivo para a frente do véıculo,
o eixo y tem sentido positivo para a direita do véıculo e o eixo z aponta para baixo
(convenção utilizada em aplicações subaquáticas);

• {G} - referencial do centro de massa, cuja origem coincide com o centro de massa e
cuja orientação é idêntica à do referencial {B}.

3.2 Representação da orientação do véıculo

São apresentadas nesta secção as formas de representação da orientação utilizadas
neste trabalho. Em [3] encontram-se alguns tópicos sobre a representação da orientação
de um véıculo e uma análise comparativa entre os vários métodos de representação.

3.2.1 Matriz de rotação

A matriz de rotação é uma representação matricial ortonormada de dimensão 3 × 3,
utilizada para descrever rotações de vectores e efectuar o mapeamento de coordenadas
entre dois referenciais. É utilizada neste trabalho a notação introduzida em [5]. De
acordo com esta notação a transformação de coordenadas de um vector v representado
no referencial {B} para o referencial {A} é escrita como

Apv = A

BR Bpv . (3.1)

Tal como demonstrado em [5], pode-se escrever a transformação de coordenadas inversa
como

B

AR = A

BR −1 = A

BR T
. (3.2)

A matriz de rotação é também conhecida por Matriz de Cosenos Directores (DCM -
Direct Cosine Matrix ) [5].

3.2.2 Ângulos de Euler

A representação da orientação utilizando ângulos de Euler baseia-se no facto de um
referencial {B} poder ser obtido a partir da rotação sequencial de um referencial {A}
em torno dos seus três eixos. De entre 12 convenções posśıveis foi escolhida a convenção
de ângulos de Euler Z-Y-X. Esta convenção é a mais utilizada convencionalmente em
sistemas de navegação, tendo sido utilizada também em [4, 3, 6].

Tendo em conta a descrição em ângulos de Euler Z-Y-X, a matriz de rotação é dada
por

A

BR (Γ) =




cψcθ cψsθsφ− sψcφ cψsθcφ+ sψsφ

sψcθ sψsθsφ+ cψcφ sψsθcφ− cψsφ

−sθ cθsφ cθcφ



 , (3.3)

onde s representa a função seno, c representa a função cosseno e o vector Γ = [ψ, θ, φ]T

representa a orientação em ângulos de rotação yaw, pitch e roll, os quais correspondem
a rotações em torno dos eixos Z, Y e X, respectivamente. Na Figura 3.1 representa-se
um véıculo genérico com o respectivo referencial e os ângulos de rotação de cada eixo
expressos em termos de ângulos de Euler Z-Y-X.
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3.2. Representação da orientação do véıculo 17

x

y

z

φ

ψ

θ

Figura 3.1 - Representação da orientação segundo ângulos de Euler Z-Y-X

Por manipulação algébrica de 3.3 é posśıvel obter as expressões dos ângulos de Euler
Z-Y-X [5]






θ = arctan 2
(
−r31,±

√
r2
11 + r2

21

)

ψ = arctan 2
(
r21
cθ
, r11
cθ

)
, se cθ 6= 0

φ = arctan 2
(
r32
cθ
, r33
cθ

)
, se cθ 6= 0

, (3.4)

onde rij é o elemento da linha i, coluna j de A
BR .

De 3.4 pode-se verificar que existem duas soluções para θ. Convenciona-se então
θ ∈

[
−π

2
, π

2

]
. Verifica-se ainda de 3.4 que existem duas singularidades, para θ = ±π

2
. Por

convenção [5], estas são resolvidas por

{
θ = +π

2
, ψ = 0 , φ = + arctan 2 (r12, r22)

θ = −π
2

, ψ = 0 , φ = − arctan 2 (r12, r22)
. (3.5)

3.2.3 Vector de rotação

O referencial {B} pode ainda ser obtido pela rotação do referencial {A} em torno de
um eixo de rotação k de um ângulo τ . O vector de rotação é então dado por

AλB = τ




kx
ky
kz



 , (3.6)

onde τ ∈ [0, π] é o ângulo de rotação e k =
[
kx ky kz

]T
é o vector de norma unitária

que define o eixo de rotação. Na Figura 3.2 representa-se um véıculo genérico com o
respectivo referencial e o vector de rotação do véıculo.

A matriz de rotação pode ser obtida a partir do vector de rotação [7] através de

A

BR ( AλB) = I3×3 +
sin τ

τ
[ AλB×] +

1 − cos τ

τ 2
[ AλB×]2 . (3.7)

A expressão do vector de rotação em função dos elementos da matriz de rotação pode
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18 3. Navegação inercial

x

y

z

τ

k

Figura 3.2 - Vector de rotação

ser obtida por desenvolvimento de 3.7

τ = arccos

(
r11 + r22 + r33 − 1

2

)
, (3.8)

k =
1

2 sin τ




r32 − r23
r13 − r31
r21 − r12



 . (3.9)

O vector de rotação está também sujeito a singularidades em τ = 0 e τ = π como se
pode verificar em 3.9. Para a resolução destas singularidades convenciona-se

τ = 0 ⇒ λ = 0, (3.10)

τ = π ⇒






kx =
√

r11−1
2

ky = r23
r13
kx

kz = r23
r12
kx

. (3.11)

3.3 Sensores inerciais

Em [3] encontra-se uma breve descrição sobre os prinćıpios de funcionamento dos ace-
lerómetros e giroscópios montados rigidamente na estrutura do véıculo (topologia strap-
down). Estes são montados em tŕıade, cada um alinhado com um dos eixos do referencial
{B}, para se efectuarem medições de aceleração e rotação segundo cada uma das direcções.

3.3.1 Acelerómetros

A leitura da tŕıade de acelerómetros resulta da aceleração tangencial do véıculo adici-
onada à aceleração centŕıpeta e à aceleração grav́ıtica [3] e é dada por

BaSF =
d

dt
B

(
IvBorg

)
+ B ( IωB) × B

(
IvBorg

)
+ Bg = Ba + Bg, (3.12)

onde BaSF é a aceleração espećıfica resultante da força espećıfica aplicada sobre o véıculo,
B

(
IvBorg

)
é a velocidade da origem do referencial {B} em relação ao referencial inercial

{I} expressa em {B}, B ( IωB) é a velocidade de rotação do corpo em relação ao referencial

18



3.4. Sistema de navegação inercial 19

inercial {I} expressa em {B} e Bg é o vector de gravidade visto em {B}. O primeiro
termo corresponde à aceleração tangencial do véıculo e o segundo à aceleração centŕıpeta.

A leitura de cada um dos acelerómetros da tŕıade é ainda afectada por polarizações e
por rúıdo branco gaussiano. Tem-se então

BaSFm = BaSF + ba + na − ba, (3.13)

onde ba é o vector de polarizações da tŕıade de acelerómetros, na é um vector de rúıdo
branco gaussiano e ba é uma compensação das polarizações subtráıda à leitura dos ace-
lerómetros.

3.3.2 Giroscópios

Neste trabalho utiliza-se uma tŕıade de giroscópios de velocidade (rate gyros) para
medir a velocidade angular B ( IωB) do referencial {B} em relação ao referencial inercial
{I}, expressa no referencial {I} [3].

A leitura vem afectada, de forma semelhante à tŕıade de acelerómetros, por pola-
rizações e rúıdo branco gaussiano. Tem-se então que a leitura da tŕıade de giroscópios é
dada por

ωm = B ( IωB) + bω + nω − bω, (3.14)

onde bω é o vector de polarizações da tŕıade de giroscópios, nω é um vector de rúıdo branco
gaussiano e bω é uma compensação das polarizações subtráıda à leitura dos giroscópios.

3.4 Sistema de navegação inercial

O algoritmo de navegação inercial utilizado no presente trabalho baseia-se no algoritmo
proposto por Savage [7, 8], tendo sido desenvolvida no Instituto de Sistemas e Robótica
uma implementação.

Este algoritmo baseia-se numa abordagem multi-ritmo, com duas frequências. Esta
abordagem permite ter em conta componentes associados a movimentos angulares, de
velocidade e de posição de alta-frequência conhecidos como efeitos de coning, sculling e
scrolling respectivamente [4, 7, 8].

No algoritmo de ritmo elevado e de ordem reduzida são contabilizados os efeitos refe-
ridos anteriormente e o seu resultado é fornecido periodicamente ao algoritmo de ritmo
moderado que actualiza as estimativas de velocidade, posição e orientação com recurso a
equações com soluções fechadas e exactas. Desta forma a precisão computacional para os
erros de estimação do INS é apenas comprometida pelas polarizações e rúıdos de leitura
dos sensores inerciais.

Os algoritmos de orientação e de velocidade e posição recebem como entradas os in-
crementos de aceleração linear e angular dados pelos integrais das leituras dos sensores
inerciais entre instantes de amostragem. O algoritmo de ritmo moderado calcula a ori-
entação do referencial {B} utilizando a matriz com formato DCM

Bk−1
Bk

R = I3×3 −
sin (‖λk‖)

‖λk‖
[λk×] +

1 − cos (‖λk‖)
‖λk‖2

[λk×]2 , (3.15)

onde {Bk} é o referencial do corpo e λk é o vector de rotação no instante k. Os efei-
tos de alta-frequência de integração de movimentos angulares e de efeitos de coning são
contabilizados na dinâmica do vector de rotação λk.
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20 3. Navegação inercial

As actualizações de velocidade linear são também calculadas no algoritmo de ritmo
moderado, tendo-se

vk = vk−1 + E

Bk−1
R ∆ Bk−1vSF k + ∆vG/Cor k, (3.16)

onde ∆ Bk−1vSF k é o incremento de velocidade devido à força espećıfica e ∆vG/Cor k é o
incremento de velocidade devido à força de gravidade e ao efeito de Coriolis. Os efeitos
de alta-frequência da velocidade de rotação e da rotação do vector de velocidade são
também contabilizados no algoritmo de ritmo elevado em ∆ Bk−1vSF k. Mais detalhes de
implementação do algoritmo e referências para tópicos relacionados podem ser encontrados
em [6].

Na Figura 3.3 apresenta-se o resultado do INS (representado a vermelho) para uma
trajectória curviĺınea (representada a azul) com duração de 200 segundos e com rúıdo
branco gaussiano presente nos sensores inerciais mas sem polarizações. Na Figura 3.4
apresenta-se o resultado com a presença de rúıdo e polarizações nos sensores inerciais
estando o véıculo parado durante 30 segundos. Como se pode observar, o INS é altamente
instável em malha aberta na presença de rúıdo e polarizações.
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Figura 3.3 - Resultado do INS
com rúıdo
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Caṕıtulo 4

Sensores auxiliares

Neste Caṕıtulo apresentam-se os sensores auxiliares, capazes de medir grandezas ex-
ternas ao INS, que através de estratégias de fusão sensorial permitirão ajudar a corrigir os
erros de estimação do INS. Em primeiro lugar, apresenta-se o magnetómetro que permite
efectuar medidas do campo magnético terrestre. De seguida, é apresentado o sistema
de posicionamento acústico. Começa-se por caracterizar as observações dos tempos que
leva uma onda a percorrer a distância entre um emissor e cada um dos receptores no
véıculo. Descreve-se de seguida o cálculo da direcção de um emissor no referencial {B}
com base na aproximação planar da onda acústica [1]. É também apresentado o cálculo
da distância de um emissor à origem do referencial {B} e o cálculo da posição de um
emissor no referencial {B} com base na sua distância e direcção, que é equivalente a uma
solução clássica de triangulação.

No Apêndice H são caracterizadas as funções densidade de probabilidade da direcção
d e da distância ρ. A aproximação da posição do emissor no referencial {B} por uma
distribuição normal é validada também no Apêndice H com recurso a simulações de Monte-
Carlo.

4.1 Magnetómetro

O magnetómetro de fluxo (fluxgate) é um sensor capaz de medir o campo magnético
através da indução de correntes eléctricas numa bobine [3]. Embora desenhados para
detectar o campo magnético terrestre, os magnetómetros são afectados por perturbações
do meio que o rodeia nomeadamente da plataforma onde se encontra instalado, de ma-
teriais de permeabilidade magnética diversa e de campos magnéticos gerados por outros
dispositivos. Um modelo simples para estas distorções consiste num escalamento e numa
polarização que, devido à forte relação com o meio, devem ser estimados e compensados
em condições idênticas às operacionais. É necessário ter ainda em conta o fenómeno de
declinação magnética terrestre [3].

A leitura da tŕıade de magnetómetros vem dada por

Bmm = Ksc
E

BR
T Em + bm + nm, (4.1)

onde Em é o vector do campo magnético terrestre expresso no referencial {E}, Ksc é a
matriz de escalamento, bm é a polarização da tŕıade e nm é um vector de rúıdo branco
gaussiano que afecta a medida do magnetómetro.

Considerando que os factores de escala e polarizações da tŕıade de magnetómetros são
estimados e compensados em condições idênticas às operacionais antes de cada missão,

21



22 4. Sensores auxiliares

tem-se de 4.1 que a leitura dos magnetómetros vem simplesmente dada por

Bmm = E

BR
T Em + nm. (4.2)

4.2 Sistema de posicionamento acústico

O Sistema de posicionamento acústico permite o cálculo da posição dos emissores no
referencial {B}. A posição de um dado emissor no referencial {B}, pode ser calculada com
base no vector unitário de direcção d e na distância ρ do emissor à origem do referencial
{B} através de

Bpe = ρd. (4.3)

Na Figura 4.1 apresenta-se a posição de um dado emissor no referencial {B}, a direcção
d e a distância ρ.

B
Y

B
X

B
Z

d

ρ

B
ye

B
xe

Figura 4.1 - Cálculo da posição do emissor no referencial {B}

A direcção e a distância dos emissores são calculadas com base no vector de tempos de
chegada dos sinais acústicos aos receptores. A descrição do vector de tempos de chegada
e do cálculo da direcção e distância é apresentada de seguida.

4.2.1 Tempos de chegada dos sinais

O tempo de chegada de um sinal acústico é definido pelo tempo que leva a onda
acústica a percorrer a distância entre um emissor e um receptor. No Caṕıtulo 2 verificou-
se que os tempos de chegada dos sinais têm uma fonte de erro de modo comum e uma de
modo diferencial. Tem-se então que para um dado emissor e N receptores instalados no
véıculo, o vector de tempos de chegada do sinal acústico é dado por

tm = t + εc + εd, (4.4)
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4.2. Sistema de posicionamento acústico 23

sendo

tm =





t1m

t2m

...
tNm




, t =





t1
t2
...
tN




, εc =





εc

εc

...
εc




, εd =





εd1

εd2

...
εdN




, (4.5)

onde tim é o tempo medido no receptor i com i = 1, . . . , N , ti é o tempo real no receptor
i, εc é o erro de modo comum e εdi

é o erro de modo diferencial.
Primando pela simplicidade dos cálculos, admite-se que tanto o modo diferencial como

o modo comum possam ser aproximados por distribuições normais de valor médio nulo.
Tem-se então

εc ∼ N(0, σ2
c),

εdi
∼ N(0, σ2

d),
(4.6)

onde σ2
c é a variância do erro de modo comum e σ2

d é a variância do erro de modo diferencial.
Enquanto que para o modo diferencial esta aproximação é apropriada, para o modo

comum não é de todo a mais realista tendo em conta os factos observados no Caṕıtulo 2.
No entanto utiliza-se esta aproximação no presente trabalho, enquadrada nos objectivos
de ı́ndole comparativa de duas estratégias de projecto de filtragem que utilizam a mesma
fonte de erros, devendo no futuro ser enriquecida para implementação real do sistema de
navegação.

4.2.2 Direcção de um emissor

O cálculo do vector de direcção de um dado emissor no referencial {B} é feito com
base no trabalho realizado em [1]. É utilizada a aproximação planar da onda acústica
incidente nos receptores. Esta aproximação é validada em [1] e tem sido extensivamente
utilizada em diversas aplicações semelhantes.

Na Figura 4.2 apresenta-se a projecção no plano XY de dois receptores (i e j) colocados
no referencial {B} com a incidência de uma onda acústica (com aproximação planar) com
a mesma direcção e sentido de propagação oposto ao vector unitário de direcção do emissor
d =

[
dx dy dz

]T
.

Pode-se então escrever
{
vpti = vpTc

vptj = vpTc + dx (xi − xj) + dy (yi − yj) + dz (zi − zj)
, (4.7)

onde Tc é o tempo de trânsito da onda acústica do emissor ao primeiro receptor que
encontra (neste caso o receptor i), vp é a velocidade de propagação do som no meio e
xm, ym e zm são as três componentes da posição do receptor m no referencial {B}, com
m = {i, j}, dada por

Bprm =
[
xm ym zm

]T
. (4.8)

Considere-se δ(i,j) = ti − tj a diferença entre os tempos de chegada da onda acústica
aos receptores i e j. Tem-se então que

vpδ
(i,j) = vpti − vptj,

vpδ
(i,j) = − (dx (xi − xj) + dy (yi − yj) + dz (zi − zj)) , (4.9)
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Figura 4.2 - Incidência de uma onda acústica em dois receptores no plano XY

ou na forma compacta,

vpδ
(i,j) = −dT

(
Bpri

− Bprj

)
. (4.10)

Considere-se então a existência de N receptores. Seja o vector

∆ =
[
δ(1,2)

1 δ(1,3)
2 · · · δ(N−1,N)

M

]T
(4.11)

que representa todas as combinações posśıveis entre os tempos de chegada da onda acústica
a todos os receptores.

Pode-se ainda escrever 4.11 como

∆ = Ctm, (4.12)

onde tm é dado por 4.4 e C ∈ R
N(N−1)

2
×N (N(N−1)

2
= N

2 C é o número de todas as com-
binações posśıveis de N elementos 2 a 2) é dada por

C =





1(N−1)×1 −I(N−1)×(N−1)

0(N−2)×1 1(N−2)×1 −I(N−2)×(N−2)

...
01×(N−2) 1 −1




. (4.13)

Por exemplo, com 4 receptores tem-se a matriz C dada por

C =





1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1




. (4.14)
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4.2. Sistema de posicionamento acústico 25

Considere-se ainda os vectores

x =
[
x1 − x2 x1 − x3 · · · xN−1 − xN

]T
, (4.15)

y =
[
y1 − y2 y1 − y3 · · · yN−1 − yN

]T
, (4.16)

z =
[
z1 − z2 z1 − z3 · · · zN−1 − zN

]T
. (4.17)

Pelo método dos mı́nimos quadrados, que minimiza o erro quadrático médio de es-
timação [1], tem-se que a direcção d é dada por

d = −vpM
#

PSCtm, (4.18)

onde

MPS =
[

x y z
]

(4.19)

e

M#

PS = (MT

PSMPS)
−1 MT

PS. (4.20)

é a pseudo-inversa de MPS.
A matriz M#

PS é constante e depende apenas da geometria de instalação dos receptores
no referencial {B}. Em [1] é estudada a diversidade espacial da instalação dos receptores
no véıculo de forma a minimizar os erros no cálculo da direcção do emissor. Ao longo deste
trabalho são utilizadas na instalação dos receptores geometrias semi-esféricas baseadas no
estudo efectuado em [1].

4.2.3 Distância de um emissor

A distância ρ de um dado emissor ao véıculo é definida pela distância desse emissor à
origem do referencial {B}. A distância entre dois pontos é obtida pela multiplicação do
tempo que a onda leva a percorrer essa distância pela velocidade de propagação no meio,
ou seja, ρ = vpt.

Na Figura 4.3 está representada a projecção no plano XY de dois receptores (i e
j) colocados no referencial {B} e um emissor (e). A distância do emissor à origem do
referencial {B} é representada por ρ, a distância que a onda planar percorre entre o
emissor e cada um dos receptores é representada por ρek com k = i, j e a distância que
a onda planar percorre entre cada um dos receptores e a origem do referencial {B} é
representada por ρk0.

Tem-se então que, conhecida a direcção do emissor (calculada na Secção 4.2.2), cada
receptor pode fornecer uma estimativa da distância do emissor à origem do referencial
{B} (como ilustrado na Figura 4.3) através de

ρ̂k = ρek + ρk0, (4.21)

onde

ρek = vptrk, (4.22)

ρk0 = BpT

rk
d, (4.23)

e ρ̂k é a estimativa de ρ fornecida pelo receptor k, d é a direcção do emissor,Bprk
é a posição

do receptor k no referencial {B} e trk é o tempo de chegada observado pelo receptor k
com k = 1, . . . , N e N o número de receptores.
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Figura 4.3 - Cálculo da distância do emissor à origem do referencial {B}

Fazendo a média das estimativas fornecidas pelos N receptores, tem-se a partir de 4.21
que a distância do emissor à origem do referencial {B} pode ser estimada através de

ρ =
1

N

∑

k

ρ̂k =
1

N

∑

k

(
vptk + BpT

rk
d
)
. (4.24)

A equação 4.24 pode ainda ser escrita na forma vectorial

ρ =
1

N
mesp (vptm + BpT

r d) , (4.25)

onde tm é o vector de tempos de chegada dado por 4.4, mesp é o vector [11×N ] e Bpr é dado
por

Bpr =
[

Bpr1
| . . . | BprN

]
. (4.26)
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Caṕıtulo 5

Navegação inercial auxiliada

Os INS são sistemas naturalmente instáveis em malha aberta devido à presença de
rúıdos e polarizações nos sensores inerciais como se verificou no Caṕıtulo 3. Surge então
a necessidade de corrigir os erros de estimação do INS com o objectivo de os manter
limitados e tão pequenos quanto posśıvel.

Neste Caṕıtulo pretende-se desenvolver um sistema de navegação inercial auxiliado se-
gundo uma topologia de realimentação directa (direct feedback). Nesta topologia utiliza-se
um filtro de Kalman para estimar os erros de posição, velocidade, orientação e de pola-
rização das tŕıades de giroscópios e acelerómetros. As observações do filtro são constrúıdas
com base na informação do INS e dos sensores auxiliares apresentados no Caṕıtulo 4. Es-
tas estimativas são então utilizadas para corrigir internamente o INS e para compensar
as polarizações dos sensores inerciais, impedindo assim que os erros de estimação do INS
cresçam ilimitadamente com o tempo.

É apresentada uma estratégia de projecto do sistema de navegação, tanto quanto se
sabe inovadora, baseada na informação directa dos receptores acústicos. O desempenho
desta estratégia é comparado, nas mesmas condições, com o de uma estratégia clássica
baseada no cálculo das posições relativas dos emissores no referencial {B} a partir dos
dados dos receptores acústicos tal como apresentado no Caṕıtulo 4. Os rúıdos de ob-
servação das posições relativas são rigorosamente caracterizados com base nos rúıdos de
observação dos receptores acústicos no Apêndice H.

5.1 Topologia de realimentação directa

A topologia de realimentação directa, apresentada na Figura 5.1, utiliza o facto do
filtro ser projectado no espaço das perturbações em relação a uma trajectória nominal,
permitindo o funcionamento do filtro em torno da origem, onde a linearização efectuada
para o modelo de erros do INS é válida.

Em cada instante de amostragem, o sistema de aquisição de dados constrói o vector de
observações a fornecer ao filtro de Kalman, a partir das observações dos sensores auxiliares
e da estimativa a priori de posição, velocidade e orientação do INS. O filtro de Kalman,
baseado no modelo de erros do INS e das polarizações dos sensores inerciais, estima por
sua vez os erros de posição, velocidade, orientação e de polarizações, sendo estes fornecidos
a uma rotina embebida no algoritmo do INS que corrige a sua estimativa com base nestes
erros.
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28 5. Navegação inercial auxiliada
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Figura 5.1 - Topologia INS com realimentação directa

As estimativas de posição e velocidade são então corrigidas através de
{

p+
k = p−

k − δp̂k

v+
k = v−

k − δv̂k

, (5.1)

onde k é o ı́ndice do instante de amostragem, δp̂k é a estimativa do erro de posição e δv̂k

a estimativa do erro de velocidade fornecidas pelo filtro de Kalman.
A estimativa de orientação é corrigida através [6] de

E

BR +

k
= E

BR T

k

(
δλ̂k

)
E

BR −

k
, (5.2)

onde δλ̂k é a estimativa do vector de erro de orientação fornecida pelo filtro de Kalman

e E
BR T

k

(
δλ̂k

)
é descrita exactamente [6] por

E

BR T

k

(
δλ̂k

)
= I3×3 −

sin
(
‖δλ̂k‖

)

‖δλ̂k‖

[
δλ̂k×

]
+

1 − cos
(
‖δλ̂k‖

)

‖δλ̂k‖2

[
δλ̂k×

]2

. (5.3)

As estimativas dos erros das polarizações dos sensores inerciais são fornecidos às ro-
tinas de correcção das polarizações. Estas rotinas acumulam os valores dos erros das
polarizações e subtraem o resultado às medições dos sensores inerciais, procurando assim
remover as componentes correspondentes às polarizações, como ilustrado na Figura 5.1(b).
A actualização da estimativa das polarizações é feita através de [6]

{
ba

+

k = ba
−

k − δb̂ak

bω
+

k = bω
−

k − δb̂ωk

, (5.4)
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5.2. Modelo de erros do INS 29

onde δb̂ak é a estimativa do erro de polarização dos acelerómetros e δb̂ωk a estimativa do
erro de polarização dos giroscópios fornecidas pelo filtro de Kalman.

As correcções são efectuadas em sincronia com o ritmo moderado do algoritmo de
INS, sendo que no ritmo mais rápido não são efectuadas quaisquer correcções. Após
cada instante de amostragem, os erros de estimação no interior do filtro de Kalman são
colocados a zero pois estes são corrigidos no INS e nos sensores inerciais.

5.2 Modelo de erros do INS

O modelo de erros do INS utilizado no presente trabalho baseia-se no modelo pertur-
bacional da cinemática dos corpos ŕıgidos, apresentado em detalhe em [9], e foi utilizado
para navegação local em [4]. A dinâmica dos erros de posição, velocidade e orientação
pode ser descrita por






δṗ = δv
δv̇ = E

BR δ BaSF − [ E
BR BaSF×] δλ

δλ̇ = E
BR δω

, (5.5)

onde δp é o erro de posição, δv é o erro de velocidade, δλ o vector de rotação do erro de
orientação (ver Apêndice D), E

BR a matriz de rotação do referencial {B} para o referencial
{E}, δBaSF o erro de medição da tŕıade de acelerómetros e δω o erro de medição da tŕıade
de giroscópios.

O erro de medição da tŕıade de acelerómetros δ BaSF e de giroscópios δω é dado,
respectivamente, por

δ BaSF = −δba + na, (5.6)

δω = −δbω + nω. (5.7)

Substituindo 5.6 e 5.7 em 5.5 tem-se que o modelo de erros do INS vem dado por






δṗ = δv
δv̇ = − E

BR δba − [ E
BR BaSF×] δλ + E

BR na

δλ̇ = − E
BR δbω + E

BR nω

δḃa = −nba

δḃω = −nbω

, (5.8)

sendo que as polarizações dos sensores inerciais são modeladas como processos de des-

locamento aleatório (random walk), ḃa = nba , ḃω = nbω , com nba e nbω rúıdo branco
gaussiano.

5.2.1 Implementação utilizando o filtro de Kalman

No modelo de erros do INS dado por 5.8, são necessárias quinze variáveis de estado:
três para o erro de posição, três para o erro de velocidade, três para o vector de rotação
do erro de orientação, três para o erro de polarizações da tŕıade de acelerómetros e as
restantes três para o erro de polarizações da tŕıade de giroscópios.

Tem-se então que o vector de estados é dado por

δx =
[
δpT δvT δλT δbT

a δbT
ω

]T
, (5.9)
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30 5. Navegação inercial auxiliada

em que cada um dos elementos tem três componentes: em x, y e z.
Tendo em conta 5.9, pode-se reescrever 5.8 na forma matricial

δẋ = Fδx + Gn, (5.10)

onde n é o vector de rúıdos de estado dado por

n =
[

nT
p nT

a nT
ω nT

ba
nT

bω

]T
, (5.11)

sendo np um rúıdo branco de média nula fict́ıcio, associado à estimativa do erro de posição
e que serve como botão de ajuste da largura de banda filtro na estimação do erro de
posição.

As matrizes F e G em 5.10 são dadas por

F =





0 I3×3 0 0 0
0 0 − [ E

BR BaSF×] − E
BR 0

0 0 0 0 − E
BR

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0




(5.12)

G = blkdiag (I3×3,− E

BR ,− E

BR ,−I3×3,−I3×3) , (5.13)

onde blkdiag(. . .) representa uma matriz diagonal por blocos.
A matriz de transição de estado do filtro equivalente discreto é obtida através da

exponencial matricial [10]

φk = eFTs =





I3×3 I3×3Ts −Ts [ E
BR BaSF×] −Ts

2

2
E
BR Ts

3

6
[ E

BR BaSF×] E
BR

0 I3×3 −Ts [ E
BR BaSF×] −Ts

E
BR Ts

2

2
[ E

BR BaSF×] E
BR

0 0 I3×3 0 −Ts
E
BR

0 0 0 I3×3 0
0 0 0 0 I3×3




,

(5.14)

onde Ts = tk+1 − tk é o tempo de amostragem do filtro, sincronizado com o ritmo de
amostragem mais lento do INS, suficientemente pequeno para que se possa considerar a
matriz da dinâmica F constante no intervalo [tk, tk+1].

Note-se que o modelo de erros do INS dado por 5.8 é não linear pois contém a matriz de
rotação E

BR que é função do estado do sistema, originando um filtro de Kalman estendido
(Apêndice G) quando implementado numa topologia de realimentação directa.

O equivalente discreto da matriz de covariância do rúıdo de estado é dado [10] por

Qk = GkQGT

kTs, (5.15)

onde Q é a matriz de covariância do rúıdo de estado cont́ınuo, Ts é o tempo de amostragem
e Gk = G|

t=tk
.

5.3 Medida auxiliar do erro de orientação

Em ambas as estratégias de projecto do sistema de navegação recorre-se às medições
do magnetómetro apresentado na Secção 4.1 do Caṕıtulo 4, para se obter uma medida do
vector de rotação do erro de orientação do véıculo.
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5.4. Projecto no espaço das posições relativas 31

A medida fornecida pelo magnetómetro é dada por 4.2, que se repete aqui por facilidade
de leitura

Bmm = E

BR
T Em + nm. (5.16)

De 5.16, tendo em conta a relação entre a matriz de rotação real e sua estimativa dada
pelo INS e apresentada em D.6 (Apêndice D), tem-se

Bmm = E

BR̂
T

[I3×3 + [δλ×]] Em + nm,

Bmm = E

BR̂
T

Em + E

BR̂
T

[δλ×] Em + nm. (5.17)

Tendo em conta as propriedades do produto externo e das matrizes skew-symmetric
(Apêndice E), tem-se de 5.17

Bmm = E

BR̂
T

Em − E

BR̂
T

[ Em×] δλ + nm. (5.18)

A estimativa do vector do campo magnético terrestre no referencial {B} é dada por

Bm̂ = E

BR̂
T

Em. (5.19)

Subtraindo 5.19 de 5.18 tem-se que a medida auxiliar do erro de orientação a fornecer
ao filtro de Kalman vem dada por

δzmag = Bmm − Bm̂ = − E

BR̂
T

[ Em×] δλ + nm. (5.20)

5.4 Projecto no espaço das posições relativas

Nesta Secção apresenta-se as equações de observação da estratégia clássica de projecto
do sistema de navegação no espaço das posições relativas. As observações dos tempos
de chegada dos sinais acústicos nos receptores são utilizadas para calcular as posições
relativas dos emissores no referencial {B} como apresentado no Caṕıtulo 4. Estas são
então comparadas com as respectivas estimativas obtidas a partir dos dados fornecidos
pelo INS devidamente corrigidos pelo filtro de Kalman estendido. Este resultado relaciona-
se então com as variáveis a estimar pelo filtro através da equação de observação do filtro
de Kalman (Apêndice G).

A posição observada de um dado emissor j no referencial {B} pode ser escrita como

Bpejm = E

BR
T
(

Epej
− EpBorg

)
+ npr, (5.21)

ondeEpej
é a posição do emissor j no referencial {E} conhecida a priori e npr é o respectivo

erro de observação.
De 5.21, tendo em conta a relação entre a matriz de rotação real e sua estimativa dada

pelo INS e apresentada em D.6 (Apêndice D), tem-se

Bpejm = E

BR̂
T

[I3×3 + [δλ×]]
(

Epej
− EpBorg

)
+ npr. (5.22)

Expandindo 5.22 vem

Bpejm = E

BR̂
T
(

Epej
− EpBorg

)
+ E

BR̂
T

[δλ×]
(

Epej
− EpBorg

)
+ npr. (5.23)
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32 5. Navegação inercial auxiliada

Tendo em conta que a posição real do véıculo verifica

EpBorg
= Ep̂Borg − δp, (5.24)

tem-se de 5.23

Bpejm = E

BR̂
T
(

Epej
− Ep̂Borg + δp

)
+

+ E

BR̂
T

[δλ×]
(

Epej
− Ep̂Borg + δp

)
+ npr. (5.25)

Tendo em conta as propriedades do produto externo e das matrizes skew-symmetric
(Apêndice E), tem-se de 5.25

Bpejm = E

BR̂
T
(

Epej
− Ep̂Borg

)
+ E

BR̂
T

δp +

+
[

E

BR̂
T

δλ×
] (

E

BR̂
T
(

Epej
− Ep̂Borg

)
+ E

BR̂
T

δp
)

+ npr. (5.26)

A estimativa da posição do emissor no referencial {B} é dada por

Bp̂ej
= E

BR̂
T
(

Epej
− Ep̂Borg

)
. (5.27)

Substituindo 5.27 em 5.26 tem-se

Bpejm = Bp̂ej
+ E

BR̂
T

δp +
[

E

BR̂
T

δλ×
] (

Bp̂ej
+ E

BR̂
T

δp
)

+ npr. (5.28)

Expandindo 5.28 obtém-se

Bpejm = Bp̂ej
+ E

BR̂
T

δp +
[

E

BR̂
T

δλ×
]

Bp̂ej
+

[
E

BR̂
T

δλ×
]

E

BR̂
T

δp + npr. (5.29)

Desprezando o termo de ordem superior
[

E
BR̂

T

δλ×
]

E
BR̂

T

δp em 5.29, pois contém o

produto entre δp e δλ, tem-se

Bpejm = Bp̂ej
+ E

BR̂
T

δp +
[

E

BR̂
T

δλ×
]

Bp̂ej
+ npr. (5.30)

Tendo novamente em conta as propriedades do produto externo e das matrizes skew-
symmetric (Apêndice E), pode-se reescrever 5.30 como

Bpejm = Bp̂ej
+ E

BR̂
T

δp −
[

Bp̂ej
×

]
E

BR̂
T

δλ + npr. (5.31)

Subtraindo 5.27 de 5.31 tem-se que a equação de observação do filtro de Kalman é
dada por

δzpr = Bpejm − Bp̂ej
= E

BR̂
T

δp −
[

Bp̂ej
×

]
E

BR̂
T

δλ + npr. (5.32)

O diagrama do sistema de aquisição de dados para esta estratégia é apresentado na
Figura 5.2 e corresponde à implementação da equação 5.32 sendo utilizado o filtro de
Kalman estendido (Apêndice G).

A matriz de observações Hk do filtro de Kalman estendido é dada por

Hk = blkdiag (Hk1, . . . ,HkM) , (5.33)
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Figura 5.2 - Diagrama do sistema de aquisição de dados da estratégia das
posições relativas

onde M é o número de emissores dispońıveis e Hkj é a matriz de observação para cada
emissor j com j = 1, . . . ,M e é dada por

Hkj =
[

E
BR̂

T

0 −
[

Bp̂ej
×

]
E
BR̂

T

0 0
]
. (5.34)

A matriz de covariância do rúıdo de observação Rk, considerando os rúıdos de modo
comum e diferencial discretos, é dada por

Rk = blkdiag (Rk1, . . . ,RkM) , (5.35)

onde Rkj é a matriz do rúıdo de observação para cada emissor j com j = 1, . . . ,M e é
dada por H.43 (Apêndice H). Note-se que esta matriz é diagonal por blocos pois os rúıdos
de modo comum e diferencial dos emissores são incorrelacionados.

5.5 Projecto no espaço dos sensores

Nesta secção apresenta-se as equações de observação da estratégia de projecto do
sistema de navegação no espaço dos sensores que se baseia em fornecer directamente
a informação dos receptores acústicos ao filtro de Kalman. Ao contrário da estratégia
clássica de projecto, nesta estratégia evita-se efectuar qualquer tipo de cálculo sobre os
dados adquiridos pelos sensores acústicos. Estes são directamente fornecidos ao filtro
de Kalman evitando assim a perca de informação ao efectuar cálculos não lineares e
aproximações planares das ondas acústicas.

A posição de um dado receptor i colocado no véıculo em relação ao referencial {E} é
dada por

Epri
= EpBorg

+ E

BR Bpri
, (5.36)

onde Epri
é a posição do receptor i no referencial {E} e Bpri

a posição do receptor i no
referencial {B}.
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A distância de um receptor i a um emissor j é então dada, tendo em conta 5.36, pela
norma do vector que une os dois

ρji =
∥∥∥ Epej

− Epri

∥∥∥ =
∥∥∥ Epej

− EpBorg
− E

BR Bpri

∥∥∥ . (5.37)

A medida de distância de um receptor i a um emissor j é dada pela multiplicação da
velocidade de propagação do som na água vp pelo tempo observado no receptor i do sinal
acústico emitido pelo emissor j

ρjim = vptjim = ρji + nρji
, (5.38)

onde ρji e nρji
são dados, tendo em conta 4.4, por

ρji = vptji, (5.39)

nρji
= vp(εcj

+ εdji
). (5.40)

Substituindo 5.37 em 5.38 tem-se

ρjim =
∥∥∥ Epej

− EpBorg
− E

BR Bpri

∥∥∥ + nρji
. (5.41)

Substituindo 5.24 em 5.41 resulta

ρjim =
∥∥∥ Epej

− Ep̂Borg + δp − E

BR Bpri

∥∥∥ + nρji
. (5.42)

Tendo tendo em conta a relação entre a matriz de rotação real e sua estimativa dada
pelo INS e apresentada em D.5 (Apêndice D), obtém-se de 5.42

ρjim =
∥∥∥ Epej

− Ep̂Borg + δp − [I − [δλ×]] E

BR̂ Bpri

∥∥∥ + nρji
,

ρjim =
∥∥∥ Epej

− Ep̂Borg + δp − E

BR̂ Bpri
+ [δλ×] E

BR̂ Bpri

∥∥∥ + nρji
. (5.43)

Tendo em conta as propriedades do produto externo e das matrizes skew-symmetric
(Apêndice E), pode-se reescrever 5.43 como

ρjim =
∥∥∥ Epej

− Ep̂Borg + δp − E

BR̂ Bpri
−

[
E

BR̂ Bpri
×

]
δλ

∥∥∥ + nρji
. (5.44)

A medida a apresentar ao filtro de Kalman estendido para cada receptor i e emissor j
é então dada por 5.44. Na forma vectorial, tem-se

ρm = ρ + nρ, (5.45)

onde

ρm =





ρ11m

ρ12m

...
ρMNm




; ρ =





ρ11

ρ12

...
ρMN




; nρ =





vp(εc1
+ εd11

)
vp(εc1

+ εd12
)

...
vp(εcM

+ εdMN
)




. (5.46)

O diagrama do sistema de aquisição de dados desta estratégia é apresentado na Fi-
gura 5.3 e corresponde à implementação da equação 5.45, sendo utilizado o filtro de
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Figura 5.3 - Diagrama do sistema de aquisição de dados da estratégia no
espaço dos sensores

Kalman estendido com matriz de ligação do vector de rúıdos das observações ao vector
de observações (Apêndice G).

Para construção da matriz de observação Hk do filtro de Kalman estendido é necessário
calcular o jacobiano da equação de observação em ordem às variáveis de estado do filtro.
Tendo em conta a derivada da norma de um vector, deduzida no Apêndice F, tem-se então
de 5.44 para cada combinação receptor-emissor






∂ρji

∂δp
=

“
Epej

− E bpBorg +δp− E
B

bR Bpri
−[ E

B
bR Bpri

×]δλ
”T

‚‚‚ Epej
− E bpBorg +δp− E

B
bR Bpri

−[ E
B

bR Bpri
×]δλ

‚‚‚
∂ρji

∂δv
= 0

∂ρji

∂δλ
=

“
Epej

− E bpBorg +δp− E
B

bR Bpri
−[ E

B
bR Bpri

×]δλ
”T

(−[ E
B

bR Bpri
×])‚‚‚ Epej

− E bpBorg +δp− E
B

bR Bpri
−[ E

B
bR Bpri

×]δλ
‚‚‚

∂ρji

∂δba
= 0

∂ρji

∂δbω
= 0

. (5.47)

A matriz Hk é então dada por

Hk = blkdiag (Hk11,Hk12, . . . ,HkMN) , (5.48)

onde cada sub-matriz Hkji é o jacobiano dado por

Hkji =
[

∂ρji

∂δp

∂ρji

∂δv

∂ρji

∂δλ

∂ρji

∂δba

∂ρji

∂δbω

]
(5.49)

e os seus elementos dados por 5.47.
A matriz de covariância do rúıdo de observação Rk, considerando os rúıdos de modo

comum e diferencial discretos, é dada por

Rk = blkdiag (Rk1, . . . ,RkM) . (5.50)

Cada sub-matriz Rkj em 5.50 corresponde a um emissor j e é dada por

Rkj = blkdiag
(
v2

pσ
2

c , v
2

pσ
2

dIN×N

)
, (5.51)

onde σ2
c é a variância do rúıdo de modo comum, σ2

d a variância do rúıdo de modo diferencial
e vp a velocidade de propagação do som na água. O rúıdo de modo comum é modelado
de igual forma para todos os emissores como rúıdo branco gaussiano.

A matriz de ligação Bk é dada por

Bk = blkdiag (Bk1, . . . ,BkM) , (5.52)

onde cada sub-matriz Bkj é dada por

Bkj =
[

1N×1 IN×N

]
. (5.53)

Com a matriz de ligação do vector dos rúıdos de observação ao vector de observações,
dada por 5.52, contabiliza-se então o efeito do rúıdo de modo comum e do rúıdo de modo
diferencial em cada observação.
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5.6 Análise de observabilidade

A análise de observabilidade de sistemas dinâmicos é extremamente importante em es-
timação em geral e permite garantir boas propriedades na utilização de filtros de Kalman
em particular. Esta permite determinar o desempenho do filtro de Kalman na estimação
das variáveis de estado. Se o vector de estados for completamente observável, o desem-
penho de estimação do filtro depende apenas dos rúıdos de observação e de estado. No
entanto, se o vector de estados não for completamente observável não é posśıvel obter uma
estimativa correcta deste, mesmo que os rúıdos de estado e de observação sejam nulos.

O sistema linear discreto dado por
{

x(k + 1) = φ(k + 1, k)x(k) + B(k)u(k) , x(k0) = x0 , x(k) ∈ R
n×1

z(k) = H(k)x(k) + D(k)u(k) , z(k) ∈ R
p×n , (5.54)

diz-se observável [11] no intervalo [k0, kf ] com kf ≥ k0+1 se qualquer estado inicial x(k0) =
x0 for univocamente determinado pela solução da equação homogénea correspondente ao
sistema z(k) : u(k) = 0 para k = k0, . . . , kf − 1.

A solução da equação homogénea no intervalo [k0, kf ] é dada por





z(k0)
z(k0 + 1)

. . .

z(kf − 1)



 =





H(k0)x0

H(k0 + 1)φ(k0 + 1, k0)x0

. . .

H(kf − 1)φ(kf − 1, k0)x0



 = O(k0, kf)x0, (5.55)

onde a matriz p (kf − k0) × n

O(k0, kf) =





H(k0)
H(k0 + 1)φ(k0 + 1, k0)

. . .

H(kf − 1)φ(kf − 1, k0)



 (5.56)

é denominada matriz de observabilidade.
Pode-se escrever ainda [11] que o sistema linear discreto dado por 5.54 diz-se observável

no intervalo [k0, kf ] se e só se

rank O(k0, kf) = n, (5.57)

onde rank define a caracteŕıstica de uma matriz e n é dimensão do vector de estados x. A
caracteŕıstica da matriz de observabilidade indica ainda o número de variáveis observáveis
do sistema.

A análise de observabilidade dos sistemas implementados foi efectuada ao longo de
quatro tipos de movimento do véıculo: estando o véıculo parado, em movimento rectiĺıneo
uniforme, em movimento curviĺıneo uniforme (com rotação no eixo z) e numa trajectória
composta de movimento curviĺıneo e rectiĺıneo. Para cada um dos tipos de movimento, a
análise de observabilidade é efectuada com observações de um a três emissores e também
com observações do magnetómetro.

Na Tabela 5.1 apresenta-se o número de variáveis de estado observáveis para cada uma
das configurações referidas anteriormente. Os resultados da análise de observabilidade são
idênticos para ambas as estratégias. O vector de estados dado por 5.9 é de dimensão 15.

Observando a Tabela 5.1 podem-se tirar várias conclusões interessantes acerca da
observabilidade do sistema. Estando o véıculo parado e em trajectórias rectas, apenas se
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Tabela 5.1 - Análise de observabilidade dos sistemas de navegação

Configuração Parado Recta Curva Recta → Curva
1 emissor 11 11 13 15
2 emissores 14 14 15 15
3 emissores 15 15 15 15
1 emissor + magnetómetro 14 14 15 15
2 emissores + magnetómetro 15 15 15 15

consegue observabilidade de todas as variáveis com três emissores ou com dois emissores
e o magnetómetro.

No entanto em trajectórias curvas, com apenas um emissor e magnetómetro conseguem-
se observar todas as variáveis. Este facto verifica-se pois neste tipo de trajectórias, a
matriz de rotação altera-se à medida que o véıculo progride na trajectória curviĺınea
excitando os diversos modos presentes no filtro.

É interessante verificar que numa passagem duma trajectória rectiĺınea para uma cur-
viĺınea, o sistema ganha observabilidade de todas as variáveis, devido à aceleração ne-
cessária para a mudança de trajectória que excita todos os modos do filtro. Este ganho
de observabilidade verifica-se mesmo para o pior caso em que se utiliza apenas um emissor
e sem magnetómetro.

A presença de dois emissores e do magnetómetro garantem a observabilidade de to-
das as variáveis em todas as situações. No entanto, tendo em conta que nenhum véıculo
consegue realizar trajectórias perfeitamente rectiĺıneas pois sofre sempre acelerações late-
rais (devidas por exemplo a correntes maŕıtimas) que poderão excitar todos os modos do
filtro, é de esperar que na prática se consiga fazer navegação apenas com um emissor e o
magnetómetro em trajectórias rectas.

5.7 Implementação e resultados

A implementação das duas estratégias foi efectuada utilizando uma geometria de ins-
talação dos receptores acústicos no referencial do corpo {B} com 13 receptores dispostos
sobre uma semi-esfera como apresentado na Figura 5.4(a).

Na Tabela 5.2 apresenta-se os valores das variâncias do rúıdo do magnetómetro e dos
rúıdos de modo comum e diferencial dos receptores acústicos. Os rúıdos brancos dos
sensores auxiliares são simulados em tempo discreto. Para o erro de modo diferencial
dos receptores acústicos adoptou-se um desvio padrão de 5 µs correspondente ao inverso
da frequência de amostragem de 200 KHz. Para o erro de modo comum adoptou-se
uma aproximação por uma distribuição normal com desvio padrão de 50 µs e média
nula. Utiliza-se esta aproximação, como já justificada anteriormente, enquadrada nos
objectivos de ı́ndole comparativa das duas estratégias de projecto do sistema de navegação
em análise. Numa implementação real e para análise individual de desempenho do sistema
de navegação, este erro de modo comum deverá ser correctamente caracterizado. Na
Tabela 5.3 apresenta-se os valores das polarizações e variâncias dos rúıdos dos sensores
inerciais.

Os tempos de amostragem adoptados são de 1 s para o sistema acústico, 0.02 s para
o magnetómetro, 0.02 s para o ritmo moderado do algoritmo INS e 0.01 s para o ritmo
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Figura 5.4 - Geometria dos receptores acústicos

Tabela 5.2 - Descrição dos erros dos sensores auxiliares

Sensor Polarização Variância
Giroscópios 0.05 o/s (0.02 o/s)2

Acelerómetros 10 mg (0.6 mg)2

Tabela 5.3 - Descrição dos erros dos sensores inerciais

Sensor Variância
Magnetómetro (1 µG)2

Receptores Acústicos: modo comum (50 µs)2

Receptores Acústicos: modo diferencial (5 µs)2

mais rápido. O filtro de Kalman estendido funciona sincronizado com o ritmo moderado
do INS.

Os sistemas de navegação implementados são avaliados em cinco situações de funci-
onamento. As quatro primeiras simulações são efectuadas com o véıculo a percorrer a
trajectória de teste apresentada na Figura 5.5, sendo fornecidos ao sistema os valores
iniciais correctos. A três primeiras simulações são efectuadas com 1 emissor colocado,
respectivamente, a 100 m, 500 m e 1000 m da posição inicial, na coordenada x e zero nas
restantes. A quarta simulação é efectuada com 3 emissores colocados cada um a 100 m
da posição inicial segundo x, y e z respectivamente.

A quinta simulação é efectuada utilizando o magnetómetro, 13 receptores e 1 emissor
colocado a 100 m da posição inicial, na coordenada x e zero nas restantes, segundo uma
espiral ascendente semelhante à da Figura 5.5, mas sem a recta inicial de aceleração.
Nesta simulação não são fornecidos aos sistemas os valores iniciais das polarizações dos
giroscópios nem dos acelerómetros e serve para mostrar o funcionamento dos sistemas em
calibração das polarizações dos sensores inerciais.

Adicionalmente, ambas as estratégias foram testadas utilizando a geometria de recep-
tores apresentada na Figura 5.4(b). Esta geometria é semelhante à utilizada num sistema
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Figura 5.5 - Trajectória de teste

USBL real denominado GAPS, desenvolvido pela iXSea [12]. Esta simulação é efectuada
utilizando o magnetómetro e 1 emissor colocado a 100 m da posição inicial, na coordenada
x e zero nas restantes.

Os resultados da simulação dos sistemas de navegação auxiliados por 13 receptores, 1
emissor e magnetómetro, são apresentados na Figura 5.6 para a estratégia no espaço das
posições relativas e na Figura 5.7 para a estratégia no espaço dos sensores. Nas Tabelas 5.4
e 5.5 apresenta-se a raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de posição e
orientação para a simulação correspondente, sendo que ”PR”representa a estratégia no
espaço das posições relativas e ”S”a estratégia no espaço dos sensores.

Tabela 5.4 - Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de posição
com 13 receptores, 1 emissor e magnetómetro

δpx [m] δpy [m] δpz [m]
Emissores PR S PR S PR S
1 a 100 m 0.22 0.06 0.46 0.13 0.07 0.08
1 a 500 m 0.90 0.05 0.73 0.56 0.50 0.53
1 a 1000 m 1.73 0.05 1.36 0.85 0.96 1.02
3 a 100 m 0.26 0.06 0.55 0.07 0.07 0.05

Tabela 5.5 - Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de
orientação com 13 receptores, 1 emissor e magnetómetro

δψ [o] δθ [o] δφ [o]
Emissores PR S PR S PR S
1 a 100 m 0.0230 0.0143 0.0211 0.0132 0.0248 0.0154
1 a 500 m 0.0258 0.0141 0.0214 0.0135 0.0295 0.0147
1 a 1000 m 0.0302 0.0142 0.0232 0.0135 0.0358 0.0149
3 a 100 m 0.0236 0.0130 0.0225 0.0120 0.0247 0.0140
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O desempenho da estratégia no espaço dos sensores é superior ao da estratégia no
espaço das posições relativas. O erro quadrático médio de estimação da posição em x e y
é substancialmente menor para a estratégia no espaço dos sensores. Na componente em z,
o erro quadrático médio de estimação é ligeiramente menor para a estratégia no espaço das
posições relativas, devendo-se este facto à posição do emissor em relação ao movimento do
véıculo. Em termos de orientação, a estratégia no espaço dos sensores revela-se também
com melhor desempenho que a estratégia no espaço das posições relativas apresentando o
erro quadrático médio de estimação de todas as componentes substancialmente inferior.

Como era de esperar, em ambas as estratégias, com o aumento da distância a que se
encontra o emissor o erro quadrático médio de estimação da posição aumenta. A utilização
de 3 emissores melhora o desempenho do sistema com a estratégia no espaço dos sensores.
Tal facto não se verifica para a estratégia no espaço das posições relativas o que não era
de esperar.

O erro de estimação das polarizações dos sensores inerciais é apresentado na Figura 5.8
para os acelerómetros e na Figura 5.9 para os giroscópios. Nas Tabelas 5.6 e 5.7 apresenta-
se o erro quadrático quadrático médio de estimação das polarizações dos acelerómetros e
dos giroscópios respectivamente, no intervalo de tempo dos 50 s aos 100 s em que o erro
de estimação se encontra estabilizado.

Tabela 5.6 - Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação das
polarizações dos acelerómetros de 50 s a 100 s

Estratégia δbax [m/s2] δbay [m/s2] δbaz [m/s2]
Posições Relativas 2.33 ×10−3 2.54 ×10−3 1.42 ×10−4

Sensores 0.47 ×10−3 0.61 ×10−3 1.46 ×10−4

Tabela 5.7 - Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação das
polarizações dos giroscópios de 50 s a 100 s

Estratégia δbwψ [o/s] δbwθ [o/s] δbwφ [o/s]
Posições Relativas 1.24 ×10−5 2.83 ×10−5 1.02 ×10−5

Sensores 0.74 ×10−5 0.71 ×10−5 0.69 ×10−5

A estratégia no espaço dos sensores apresenta um erro quadrático médio de estimação
das polarizações dos acelerómetros bastante inferior à estratégia no espaço das posições
relativas nas componentes em x e y. O mesmo não se verifica para a componente em z

tal como não se verifica para o erro quadrático médio de estimação da posição. O erro
quadrático médio de estimação das polarizações dos giroscópios é também inferior para a
estratégia no espaço dos sensores.

O resultado da simulação dos sistemas de navegação utilizando a geometria de ins-
talação de receptores no véıculo da Figura 5.4(b) com 4 receptores é apresentado na
Figura 5.10 para a estratégia no espaço das posições relativas e na Figura 5.11 para a es-
tratégia no espaço dos sensores. A raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação
de posição e orientação correspondente a esta simulação é apresentado na Tabela 5.8.
Como se pode verificar, o desempenho da estratégia no espaço dos sensores é superior
também utilizando a geometria com 4 receptores.
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Figura 5.8 - Erro de estimação das polarizações dos acelerómetros
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(b) Estratégia no espaço dos sensores

Figura 5.9 - Erro de estimação das polarizações dos giroscópios

Para uma melhor percepção da melhoria de desempenho utilizando a estratégia no
espaço dos sensores, apresenta-se na Figura 5.12 a norma do erro de posição para cada
uma das estratégias e na Figura 5.13 a norma do erro de orientação, ao longo da trajectória
de teste. A norma do erro de posição e de orientação é bastante inferior para a estratégia
no espaço dos sensores em relação à estratégia no espaço das posições relativas.

5.8 Comentários finais

Neste Caṕıtulo foi apresentada uma nova estratégia de projecto do sistema de na-
vegação baseada em fornecer directamente a informação dos receptores ao filtro de Kal-
man.

O desempenho desta nova estratégia foi comparado com o de uma estratégia clássica
de projecto baseada nas posições relativas dos emissores no referencial {B}, calculadas
com base na informação dos sensores. As duas estratégias foram avaliadas em condições
idênticas e os rúıdos das observações das posições relativas rigorosamente caracterizados
com base nos rúıdos dos receptores acústicos.
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44 5. Navegação inercial auxiliada

Tabela 5.8 - Raiz quadrada do erro quadrático médio de estimação de posição
e orientação com 4 receptores, 1 emissor a 100 m e magnetómetro

Estratégia δpx [m] δpy [m] δpz [m] δψ [o] δθ [o] δφ [o]
Posições Relativas 0.91 0.72 0.47 0.0219 0.0220 0.0219
Sensores 0.13 0.28 0.46 0.0129 0.0122 0.0136
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Figura 5.13 - Norma do erro de orientação

Analisando os resultados dos sistemas de navegação implementados com ambas as
estratégias observou-se que a estratégia de projecto no espaço dos sensores apresenta um
desempenho superior tanto em posição como em orientação. O erro quadrático médio de
estimação das polarizações dos sensores inerciais é também inferior utilizando a estratégia
no espaço dos sensores.

O projecto na estratégia das posições relativas revelou-se bastante mais complexo que a
nova estratégia proposta pois necessita do cálculo da direcção e da distância dos emissores
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no referencial {B}, reflectindo-se numa maior complexidade computacional.
Uma situação cŕıtica a analisar em ambas as estratégias é a de falhas na recepção dos si-

nais acústicos. Na estratégia das posições relativas, quando um receptor falha é necessário
modificar as matrizes de cálculo das direcções e distâncias dos emissores, podendo-se atin-
gir uma situação limite em que não seja posśıvel calcular a posição relativa dos emissores
no referencial {B}. A estratégia no espaço dos sensores está concebida de modo a poder
incorporar e retirar facilmente medidas de receptores acústicos, bastando a existência de
um receptor para já ser posśıvel ajudar a corrigir os erros do INS.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

No presente trabalho apresenta-se o desenvolvimento de um sistema de navegação
inercial com o aux́ılio de sistemas de posicionamento acústico baseados nas topologias
USBL/LUSBL. O sistema de navegação é concebido segundo uma topologia de reali-
mentação directa recorrendo a um filtro de Kalman estendido para estimar os erros do
INS.

Foi apresentada uma estratégia, tanto quanto se sabe inovadora, de projecto do sistema
de navegação baseado na informação directa dos receptores acústicos instalados a bordo
do véıculo. O desempenho deste sistema foi comparado, em condições idênticas, com o de
um sistema implementado com uma estratégia clássica, baseada nas posições relativas dos
emissores no referencial do véıculo, tendo-se verificado que esta nova estratégia apresenta
um desempenho superior ao da estratégia clássica. Na estratégia clássica, as posições
relativas dos emissores no referencial {B} são calculadas com base nos tempos de chegada
dos sinais acústicos aos receptores instalados a bordo do véıculo e os rúıdos de observação
das posições relativas são rigorosamente caracterizados com base nos rúıdos de observação
dos tempos de chegada tornando a comparação o mais correcta posśıvel.

A estratégia no espaço dos sensores, por fornecer directamente a informação dos re-
ceptores acústicos ao filtro de Kalman, precisa de efectuar muito menos cálculos sobre as
medições (apenas precisa de multiplicar pela velocidade de propagação do som na água)
ao contrário da estratégia no espaço das posições relativas, cujos cálculos excedentários
reflectem-se claramente numa maior complexidade computacional. Esta estratégia inova-
dora permite ainda uma melhor caracterização dos rúıdos dos sensores acústicos embu-
tindo directamente esta informação no filtro de Kalman.

Ambas as estratégias foram ainda testadas utilizando uma geometria de instalação
dos receptores no véıculo semelhante à de um sistema já existente denominado GAPS,
desenvolvido pela iXSea [12]. A estratégia no espaço dos sensores revelou-se uma vez mais
com melhor desempenho como era de esperar.

No Caṕıtulo 2 estudaram-se estratégias de processamento de sinal em ambientes su-
baquáticos utilizando técnicas de espalhamento espectral. Verificou-se que a utilização de
sinais SS é vantajosa relativamente aos tradicionalmente utilizados pulsos sinusoidais. Os
sinais SS permitem a utilização de potências de transmissão mais baixas do que os pulsos
sinusoidais por espalharem a sua energia por uma banda muito maior de frequências em
vez de a concentrar numa única banda estreita. Têm ainda a vantagem de tornar a de-
tecção de chegada de sinais função da amplitude relativa dos picos da sáıda de um filtro
adaptado em vez de absoluta como no caso dos pulsos sinusoidais. O facto de utilizarem
potências mais baixas permite assim aumentar a autonomia das baterias. Permitem ainda
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48 6. Conclusões

um melhor desempenho em situações de utilização simultânea do canal e na rejeição de
trajectos múltiplos dos sinais propagados.

6.1 Trabalho futuro

Tendo em conta os resultados obtidos, o trabalho futuro incidirá claramente sobre a
estratégia no espaço da informação directa dos sensores. Um aspecto importante a ter
em conta será a caracterização do rúıdo de modo comum dos receptores acústicos tendo
em conta o perfil de velocidade de aproximação/afastamento do véıculo em relação aos
emissores, distância dos emissores ao véıculo, frequência de operação dos sistemas de
recepção, efeito de Doppler e outros factores.

Uma análise interessante a efectuar será o cálculo dos limites de desempenho do sis-
tema tendo em conta os limites inferiores de Cramer-Rao (CRLB - Cramer-Rao Lower
Bound) [13].

Com o objectivo de aumentar a robustez e desempenho do sistema poderão ser in-
clúıdas restrições associadas à dinâmica do véıculo [4] e leituras do vector de gravidade [6]
que explora a informação de baixa-frequência do vector de gravidade embebida nas leituras
dos acelerómetros.

Poderá também incluir-se medições de um profund́ımetro [14] para a obtenção de
medições mais precisas da profundidade do véıculo.

Será importante também no futuro incluir no sistema sensores de medição da veloci-
dade de propagação do som na água [15] uma vez que esta depende de factores como a
temperatura e salinidade. A medição de distâncias depende fortemente do conhecimento
preciso desta variável.

Técnicas semelhantes às utilizadas neste trabalho poderão ser ser aplicadas a sistemas
de navegação inercial auxiliados por GPS fornecendo ao filtro de Kalman a informação
directa de cada satélite tendo em conta as suas trajectórias na órbita terrestre. Estas
técnicas de fusão sensorial permitirão uma melhor caracterização dos rúıdos que afectam
as medições de GPS e uma melhoria de desempenho.
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Apêndice A

Relação da sáıda do filtro adaptado
com a autocorrelação

Um aspecto interessante do filtro adaptado é poder estabelecer-se uma relação directa
com a autocorrelação de um sinal. A autocorrelação v(n) de h(n) é dada por

v(n) =
+∞∑

k=−∞

h(k)h∗ (− (n− k)) = h(n) ∗ h∗(−n). (A.1)

Da Figura 2.1 tem-se que y(n) é dado por

y(n) =
+∞∑

k=−∞

h(k)x(n− k) = h(n) ∗ x(n). (A.2)

Tem-se ainda da Figura 2.1 que

x(n) = g(n) + w(n). (A.3)

Discretizando 2.2, tem-se

hopt(n) = kg

(
T

TS
− n

)
, (A.4)

onde TS é o tempo de amostragem (múltiplo de T ).
Substituindo A.4 em A.1 e A.2 e tendo ainda em conta que os sinais em questão são

todos reais tem-se




y(n) = kg

(
T
TS

− n
)
∗ x(n)

v(n) = k2g
(
T
TS

− n
)
∗ g

(
n− T

TS

) . (A.5)

Substituindo A.3 em A.5 pode-se escrever





y(n) = kg

(
T
TS

− n
)
∗ (g(n) + w(n)) = kg

(
T
TS

− n
)
∗ g(n) + kg

(
T
TS

− n
)
∗ w(n)

v(n) = k2g
(
T
TS

− n
)
∗ g

(
n− T

TS

) .

(A.6)
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50 A. Relação da sáıda do filtro adaptado com a autocorrelação

Aplicando a transformada de Fourier a ambos os lados de A.6 e tendo em conta as
suas propriedades [16] tem-se

{
Y (ejw) = kG (ejw)G∗ (ejw) e

jw T
TS + kG∗ (ejw) e

jw T
TS W (ejw)

V (ejw) = k2G (ejw) e
−jw T

TS G∗ (ejw) e
jw T

TS = k2G (ejw)G∗ (ejw)
. (A.7)

Considere-se então um sinal q(n) = g(n)g(−n). Tem-se entãoQ (ejw) = G (ejw)G∗ (ejw)
pelo que

{
y(n) = kq

(
n+ T

TS

)
+ kg

(
T
TS

− n
)
∗ w(n)

v(n) = k2q(n)
. (A.8)

De A.8 pode-se então extrair a relação

y(n) =
1

k
v

(
n+

T

TS

)
+ kg

(
T

TS
− n

)
∗ w(n), (A.9)

donde se pode concluir que

• Para w(n) = 0: a resposta do filtro adaptado é igual à autocorrelação do sinal de
entrada deslocada no tempo e escalada de 1

k
;

• Para w(n) 6= 0: surge um termo aditivo relativo ao erro introduzido pelo rúıdo e
que é dado por

ξ(n) = kg

(
T

TS
− n

)
∗ w(n). (A.10)
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Apêndice B

Geração de sinais SS

A utilização de sinais SS (Spread-Spectrum) é uma técnica de transmissão onde uma
sequência de pseudo-rúıdo (PN, de Pseudo-Noise) é utilizada para ”espalhar”a energia de
um sinal numa banda muito maior que a banda original. Em geral, na recepção utiliza-se
uma réplica da sequência PN usada na transmissão para desmodulação do sinal recebido.

B.1 DSSS vs FHSS

Existem essencialmente dois tipos de sinais SS:

• DSSS - Direct Sequence Spread-Spectrum : O sinal a transmitir é directamente
multiplicado pela sequência PN para se obter o sinal SS;

• FHSS - Frequency Hoping Spread-Spectrum : A sequência PN é utilizada
para efectuar saltos entre frequências que servem para modular o sinal original em
frequência em instantes de tempo diferentes.

Na Figura B.1 apresenta-se o espectro de frequência para os dois tipos de sinais SS
onde TC é o tempo de duração de cada amostra da sequência PN, fS é a frequência
central do sinal, N é o número de frequências de salto, ∆fCH é a largura de banda do
sinal modulado em cada posição do espectro e BSS é a largura de banda do sinal SS.
Pode observar-se por esta e pela definição de cada um dos tipos de sinais SS que a largura
de banda ocupada instantaneamente pelos FHSS é muito estreita em relação à ocupada
instantaneamente pelos DSSS. No entanto, em média tanto a largura de banda ocupada
pelos DSSS como a ocupada pelos FHSS é muito superior à ocupada pelo sinal original.

Instantaneamente os sinais FHSS não apresentam qualquer das caracteŕısticas de cor-
relação desejadas das sequências PN: são apenas réplicas do sinal moduladas em diferentes
frequências definidas pela sequência PN. Por outro lado, os sinais DSSS por serem directa-
mente gerados por uma multiplicação do sinal original por uma sequência PN apresentam
as boas propriedades de correlação inerente às sequências PN [17].

Pode ainda verificar-se que uma vez que os sinais FHSS não têm o mesmo espalhamento
instantâneo que os sinais DSSS, necessitam de maior potência de transmissão para obter
a mesma relação sinal-rúıdo [18].

Tendo em conta todos os aspectos referidos anteriormente a escolha ideal recai sobre
os sinais DSSS.

É posśıvel ainda estabelecer uma relação entre a largura de banda do sinal original
com a largura de banda do sinal SS. A esta relação chama-se factor de espalhamento (SF,
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52 B. Geração de sinais SS

(a) DSSS (b) FHSS

Figura B.1 - Diferenças no espectro de frequência dos diferentes tipos de
sinais SS

de Spread Factor) e é dado por

SF =
BSS

Borig

=
TS

TC
, (B.1)

onde Borig é a largura de banda do sinal original e TS é a duração de um bit de dados do
sinal original. Na prática é escolhido um número inteiro.

B.2 Arquitectura proposta para geração e detecção

de sinais SS

A desmodulação do sinal para obtenção da informação transmitida não faz parte do
âmbito deste trabalho. Os sinais modulados são apenas pulsos sinusoidais e o objectivo é
apenas detectar a chegada do sinal utilizando um filtro adaptado. Desta forma a arqui-
tectura do sistema proposto para geração e detecção de sinais SS (baseada na topologia
de sinais DSSS) é a que se apresenta na Figura B.2.

O sinal transmitido é gerado off-line por uma multiplicação de um sinal sinusoidal e
uma sequência gerada por um gerador de PN. Este sinal é fornecido ao emissor para que
este o possa enviar quando assim o entender e ao receptor para que este o possa detectar
caso o receba. O filtro adaptado e o algoritmo de detecção são apresentados no Caṕıtulo 2.

B.3 Sequências/Códigos PN

Uma sequência ou código PN é uma sequência que se comporta como rúıdo branco
gaussiano sendo no entanto determińıstica. As sequências PN ocupam, idealmente, todo o
espectro de frequências tal como o rúıdo branco gaussiano. A autocorrelação de sequências
PN tem então propriedades semelhantes à autocorrelação de rúıdo branco gaussiano:
tendem a aproximar um impulso de Dirac. A correlação cruzada entre duas sequências
PN diferentes é geralmente muito baixa.
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Figura B.2 - Sistema de geração e detecção de sinais SS

B.3.1 Tipos de sequências PN

Para maior detalhe em cada tipo de sequência PN aconselha-se a consulta de [17, 18].
Apresenta-se então de seguida os tipos de códigos relevantes para este trabalho.

Códigos de comprimento máximo

São gerados por um SSRG (Simple Shift Register Generator) que se apresenta na
Figura B.3. Um SSRG é linear se a função de retroacção f puder ser escrita como uma
soma em complemento para 2.

Um SSRG com L flip-flops produz sequências que dependem de L, dos coeficientes
ci com i = {1, 2, · · · , n} e das condições iniciais. Quando o peŕıodo NPN da sequência é
exactamente NPN = 2L − 1 a sequência diz-se de comprimento máximo.

De seguida verifica-se as suas principais propriedades:

• Autocorrelação: A função de autocorrelação Ra(τ) tem o valor −1 para todos os
valores de τ excepto no intervalo [−1; 0] em que varia linearmente de −1 a NPN e
no intervalo [0; +1] em que varia linearmente de NPN a −1.

• Correlação Cruzada: Infelizmente não é tão bem comportada como a autocor-
relação. Em situações de utilização simultânea do canal, os códigos devem ser
cuidadosamente escolhidos pois podem causar interferências entre utilizadores.

Figura B.3 - SSRG - Simple Shift Register Generator
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54 B. Geração de sinais SS

Códigos Gold

São gerados pela soma em complemento para 2 de dois códigos de comprimento
máximo com o mesmo comprimento. Os códigos gerados têm o mesmo comprimento
que os códigos base utilizados mas no entanto não são de comprimento máximo.

Uma modificação na fase entre os dois sinais de comprimento máximo utilizados causa
a geração de um novo código gold. Por esta razão, um gerador de códigos gold pode gerar
um total de 2L + 1 sequências PN distintas.

É posśıvel escolher pares de sequências base de comprimento máximo de forma a tornar
a autocorrelação e a correlação cruzada controlada e limitada. Estes pares são chamados
”pares preferidos”.

De seguida verifica-se as suas principais propriedades:

• Autocorrelação: A função de autocorrelação Ra(τ) continua a ter o valor máximo
NPN para τ = 0 no entanto no resto dos valores de τ apresenta valores não constantes
mas que se encontram limitados e são bastante inferiores ao valor máximo. Estes
valores limite são conhecidos para os ”pares preferidos”.

• Correlação Cruzada: Para os ”pares preferidos” são conhecidos os valores limite
de correlação cruzada.

Os códigos gold são então escolhidos para serem utilizados neste trabalho pois são
os que apresentam um melhor conjunto de propriedades de autocorrelação e correlação
cruzada e permitem ainda uma boa utilização em ambientes de utilização simultânea do
canal.
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Apêndice C

Modelação da dinâmica dos
transdutores

Os transdutores são modelados por filtros passa-banda com frequência central de 50
KHz, largura de banda de 40 KHz e ganho unitário na banda passante. Na Figura C.1
apresenta-se então a resposta em amplitude e na Figura C.2 a resposta em fase dos filtros
que modelam os transdutores eléctrico-acústico. Este modelo foi constrúıdo em tempo
discreto para uma frequência de amostragem de 200 KHz, utilizando o método equiripple
e a ferramenta fdatool do MATLAB. A ordem do filtro é 64.
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Figura C.1 - Resposta em
amplitude dos filtros que
modelam os transdutores
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Apêndice D

Perturbação da matriz de rotação

A relação entre a matriz de rotação estimada E
BR̂ e a real E

BR pode ser descrita
através de uma matriz de rotação de erro Re e é dada por [5]

E

BR̂ = Re
E

BR . (D.1)

Para pequenos ângulos de rotação prova-se que [5]

Re ≈ [I3×3 + [δλ×]] , (D.2)

onde δλ representa o vector de rotação do erro de orientação.
De D.1 e D.2 obtém-se

E

BR̂ ≈ [I3×3 + [δλ×]] E

BR . (D.3)

Pode-se ainda escrever de D.3, tendo em conta as propriedades do produto externo e
das matrizes skew-symmetric (Apêndice E), as relações

E

BR̂
T ≈ E

BR
T

[I3×3 − [δλ×]] , (D.4)
E

BR ≈ [I3×3 − [δλ×]] E

BR̂ , (D.5)
E

BR
T ≈ E

BR̂
T

[I3×3 + [δλ×]] . (D.6)
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Apêndice E

Propriedades do produto externo e
das matrizes skew-symmetric

O operador produto externo verifica as propriedades






a × b = −b × a
a × (b × c) = b × (a × c) + c × (b × a)
a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c

. (E.1)

O operador produto externo pode ser escrito sob a forma de matricial

a × b = [a×]b, (E.2)

onde [a×] é a matriz skew-symmetric dada por

[a×] =




0 −az ay

az 0 −ax

−ay ax 0



 . (E.3)

De E.3 pode-se facilmente verificar que as matrizes skew-symmetric verificam a pro-
priedade

[a×]T = − [a×] . (E.4)

A rotação do resultado de um produto externo a × b é igual ao produto externo da
rotação prévia de cada um dos vectores a e b

C

DR (a × b) = ( C

DR a) × ( C

DR b) . (E.5)
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Apêndice F

Derivada da norma de um vector

Considere-se um vector genérico d dado por

d =
[
d1 d2 · · · dn

]T
. (F.1)

A norma de F.1 pode ser descrita como

‖d‖ =
√

dTd =
√
d2

1 + d2
2 + . . .+ d2

n. (F.2)

Derivando F.2 em ordem a uma variável genérica x obtém-se

∂
∂x

(√
dTd

)
=

∂
∂x(d21+d22+...+d2n)
2
√
d21+d22+...+d2n

,

∂
∂x

(√
dTd

)
=

2d1
∂d1
∂x

+2d2
∂d2
∂x

+...+2dn
∂dn
∂x

2
√
d21+d22+...+d2n

,

∂
∂x

(√
dTd

)
=

dT ∂d

∂x√
dT d

.

(F.3)

Tem-se então que a derivada da norma de um vector é dada por

∂‖d‖
∂x

=
dT ∂d

∂x

‖d‖ . (F.4)
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Apêndice G

Filtros de Kalman discretos

G.1 Filtro de Kalman discreto

O Filtro de Kalman discreto tem como objectivo minimizar o erro quadrático médio
de estimação das variáveis que se pretende estimar [19, 10]. Para tal são calculados os
ganhos que minimizam a covariância do erro de estimação e realimenta-se a diferença
entre as variáveis estimadas e as observações efectuadas. Considere-se então um sistema
em tempo discreto descrito por

{
xk+1 = φkxk + ωk

zk = Hkxk + νk
, (G.1)

sendo

• xk o vector (n× 1) de variáveis de estado no instante tk;

• zk o vector (m× 1) de observações no instante tk;

• ωk o vector (n × 1) de rúıdo branco gaussiano que afecta estado do sistema no
instante tk com estrutura de covariância conhecida;

• νk o vector (m×1) de rúıdo branco gaussiano que afecta as observações no instante
tk com estrutura de covariância conhecida;

• φk a matriz de transição (n×n) do estado do sistema no instante tk para o instante
tk+1;

• Hk a matriz de ligação (m × n) que relaciona as observações e o vector de estado
no instante tk.

Os rúıdos de estado e de observação apresentam matrizes de covariância na forma

E
[
ωkω

T
i

]
=

{
Qk, i = k, Qk ∈ R

n×n

[0n×n] , i 6= k
, (G.2)

E
[
νkν

T
i

]
=

{
Rk, i = k, Rk ∈ R

m×m

[0m×m] , i 6= k
, (G.3)

E
[
ωkν

T
i

]
= [0n×m] ,∀k, i. (G.4)
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Quando existe um novo vector de observações dispońıvel, a estimativa do estado é
actualizada de acordo com

x̂k = x̂−
k + Kk(zk − Hkx̂

−
k ), (G.5)

onde Kk é a matriz de ganhos a calcular, x̂−
k é a estimativa a priori do estado do sistema

obtida por projecção em malha aberta da estimativa anterior

x̂−
k = φk−1x̂k−1. (G.6)

As matrizes de covariância do erro de estimação a priori P−
k e do erro de estimação

Pk são dadas, respectivamente, por

P−
k = E

[
e−
k e−T

k

]
= E

[(
xk − x̂−

k

) (
xk − x̂−

k

)T]
, (G.7)

Pk = E
[
eke

T
k

]
= E

[
(xk − x̂k) (xk − x̂k)

T
]
. (G.8)

Substituindo G.5 em G.8 obtém-se

Pk = E
[
(xk − x̂k) (xk − x̂k)

T
]
,

Pk = E
[(

[I − KkHk]
(
xk − x̂−

k

)
− Kkνk

) (
[I − KkHk]

(
xk − x̂−

k

)
− Kkνk

)T]
,

Pk = [I − KkHk]P
−
k [I − KkHk]

T + KkRkK
T
k +

−KkE
[
νke

−T
k

]
[I − KkHk]

T − [I − KkHk]E
[
e−
k νTk

]
KT
k . (G.9)

Tendo em conta que o rúıdo de observação é incorrelacionado com o rúıdo de estado
tem-se

E
[
νke

−T
k

]
= E

[
e−
k νTk

]
= 0 (G.10)

o que resulta, reescrevendo G.9, na expressão final para a matriz de covariância do erro
de estimação

Pk = [I − KkHk]P
−
k [I − KkHk]

T + KkRkK
T
k . (G.11)

Os ganhos óptimos são tais que minimizam as variâncias dos erros de estimação, i.e.
o somatório dos elementos da diagonal (traço) de Pk. Tendo em conta as propriedades
do traço de uma matriz, as regras de derivação matricial e expandindo G.11 tem-se

Pk = P−
k − KkHkP

−
k − P−

k HT
kK

T
k + Kk

(
HkP

−
k HT

k + Rk

)
KT
k , (G.12)

∂tr(Pk)

∂Kk

= −2
(
HkP

−
k

)T
+ 2Kk

(
HkP

−
k HT

k + Rk

)
= 0, (G.13)

o que resulta na expressão final para os ganhos óptimos que minimizam o erro quadrático
médio de estimação

Kk = P−
k Hk

(
HkP

−
k HT

k + Rk

)−1
. (G.14)

Para completar as equações do filtro de Kalman discreto é necessário determinar ainda
a expressão de propagação da covariância do erro de estimação. Recorrendo a G.1 e a G.6
tem-se

e−
k+1 = xk+1 − x̂−

k+1 = (φkxk + ωk) − φkx̂k = φk (xk − x̂k) + ωk,
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obtendo-se então

P−
k+1 = E

[
e−
k+1e

−T
k+1

]
,

P−
k+1 = E

[
(φk (xk − x̂k) + ωk) (φk (xk − x̂k) + ωk)

T
]
,

P−
k+1 = φkPkφ

T
k + Qk. (G.15)

As equações G.5, G.6, G.11, G.14 e G.15 permitem a implementação de um filtro
de Kalman discreto, recursivo e não estacionário que minimiza em todos os instantes de
amostragem o erro quadrático médio de estimação.

G.2 Filtro de Kalman discreto com matriz de ligação

Em diversas situações pretende-se implementar filtros de Kalman discretos enrique-
cendo a informação de rúıdo de observação do sistema. Para tal considere-se a seguinte
modificação de G.1

{
xk+1 = φkxk + ωk

zk = Hkxk + Bkνk
, (G.16)

onde Bk é a matriz de ligação do vector de rúıdos das observações ao vector de observações.

As equações do filtro podem então ser deduzidas de forma análoga ao que foi feito na
Secção G.1. A covariância do erro de estimação vem então dada por

Pk = E
[
(xk − x̂k) (xk − x̂k)

T
]
,

Pk = E
[(

[I − KkHk]
(
xk − x̂−

k

)
− KkBkνk

) (
[I − KkHk]

(
xk − x̂−

k

)
− KkBkνk

)T]
,

Pk = [I − KkHk]P
−
k [I − KkHk]

T + KkBkRkB
T
kK

T
k +

−KkBkE
[
νke

−T
k

]
[I − KkHk]

T − [I − KkHk]E
[
e−
k νTk

]
BT
kK

T
k . (G.17)

Novamente, tendo em conta G.10, pode-se escrever

Pk = [I − KkHk]P
−
k [I − KkHk]

T + KkBkRkB
T
kK

T
k (G.18)

cuja expansão dá origem a

Pk = P−
k − KkHkP

−
k − P−

k HT
kK

T
k + Kk

(
HkP

−
k HT

k + BkRkB
T
k

)
KT
k . (G.19)

Derivando o traço de G.19 em ordem a Kk obtém-se então a expressão para os ganhos
óptimos que minimizam em cada instante o erro quadrático médio de estimação

Kk = P−
k Hk

(
HkP

−
k HT

k + BkRkB
T
k

)−1
. (G.20)

A equação de propagação da matriz de covariância do erro de estimação é dada
por G.15.
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G.3 Filtro de Kalman estendido

Quando a dinâmica do sistema é não linear e/ou existe uma relação não linear entre
as observações e o vector de estados torna-se necessário proceder a uma linearização do
modelo a fim de ser posśıvel recorrer à metodologia apresentada. Considere-se então o
seguinte modelo não linear de um sistema discreto

{
xk+1 = φ(xk, k) + ωk

zk = h(xk, k) + νk
, (G.21)

sendo

• xk o vector (n× 1) de variáveis de estado no instante tk;

• zk o vector (m× 1) de observações no instante tk;

• ωk o vector (n × 1) de rúıdo branco gaussiano que afecta estado do sistema no
instante tk com estrutura de covariância conhecida;

• νk o vector (m×1) de rúıdo branco gaussiano que afecta as observações no instante
tk com estrutura de covariância conhecida;

• φ(xk, k) a matriz de transição (n× n) não linear do estado do sistema no instante
tk para o instante tk+1;

• h(xk, k) a matriz de ligação (m × n) não linear que relaciona as observações e o
vector de estado no instante tk.

Os rúıdos de estado e de observação apresentam matrizes de covariância definidas
em G.2, G.3 e G.4.

Admita-se então que o filtro opera ao longo de uma trajectória de estado aproximada,
verificando a relação não linear

x∗
k+1 = φ(x∗

k, k). (G.22)

Tem-se ainda que o erro entre a trajectória real e a aproximada sobre o qual o filtro
opera é dado por

∆xk = xk − x∗
k. (G.23)

Tendo em conta G.23 pode-se reescrever G.21 como

{
x∗
k+1 + ∆xk+1 = φ(x∗

k + ∆xk, k) + ωk

zk = h(x∗
k + ∆xk, k) + νk

. (G.24)

Para erros de trajectória ∆xk muito pequenos é válida a aproximação das funções
φ(xk, k) e h(xk, k) pelos termos de primeira ordem das suas expansões em série de Taylor,
obtendo-se






x∗
k+1 + ∆xk+1 ≈ φ(x∗

k, k) +
[
∂φ

∂xk

]

xk=x∗

k

· ∆xk + ωk

zk ≈ h(x∗
k, k) +

[
∂h
∂xk

]

xk=x∗

k

· ∆xk + νk
. (G.25)
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Tendo em conta a dinâmica da trajectória aproximada G.22 obtém-se

{
∆xk+1 = φk∆xk + ωk

zk − h(x∗
k, k) = Hk∆xk + νk

, (G.26)

onde

φk =

[
∂φ

∂xk

]

xk=x∗

k

, (G.27)

Hk =

[
∂h

∂xk

]

xk=x∗

k

. (G.28)

Se G.27 e G.28 forem calculadas para uma trajectória predeterminada diz-se que o filtro
resultante é linearizado. Se essa linearização for feita ao longo da trajectória estimada pelo
filtro, então diz-se que o filtro resultante é um filtro de Kalman estendido. Tem-se então
que o filtro de Kalman estendido opera sobre o modelo G.26 sendo a medida apresentada
ao filtro dada por

zinc = [zk − h (x∗
k, k)] . (G.29)

De forma análoga a G.5, a estimativa do erro é actualizada através de

∆x̂k = ∆x̂−
k + Kk(zinc − Hk∆x̂−

k ). (G.30)

A estimativa a priori do erro de trajectória é dada por

∆x̂−
k = φk∆x̂k−1. (G.31)

As equações para cálculo dos ganhos e cálculo da matriz de covariância do erro de
estimação do filtro são análogas às anteriores podendo ser usadas quer as do filtro dis-
creto convencional (G.14 e G.11 respectivamente) quer as do filtro discreto com matriz
de ligação do vector de rúıdos das observações ao vector de observações (G.20 e G.18
respectivamente) utilizando no entanto a matriz linearizada Hk.

A equação de propagação da matriz de covariância do erro de estimação é análoga
a G.15 utilizando no entanto a matriz linearizada φk.

É no entanto necessário ter em conta que se o erro de trajectória for suficientemente
pequeno para que a linearização em torno do ponto de funcionamento seja válida, um
filtro de Kalman estendido terá claramente vantagem em relação a um linearizado. Por
outro lado uma má estimativa inicial ou erros grandes nas medidas apresentadas ao filtro
poderão gerar situações de instabilidade. Por esta razão, é necessário que seja feita uma
análise para cada caso particular e a escolha entre um filtro de Kalman linearizado e um
estendido seja feita com a devida parcimónia.

Embora o filtro de Kalman estendido tenha sido aqui apresentado para trabalhar no
espaço de erro de trajectória é posśıvel modificá-lo por forma a que trabalhe nas variáveis
totais. Com este fim, se na equação G.30 se expandir zinc obtém-se

∆x̂k = ∆x̂−
k + Kk

(
zinc − Hk∆x̂−

k

)
,

∆x̂k = ∆x̂−
k + Kk

(
zk − h (x∗

k, k) − Hk∆x̂−
k

)
,

∆x̂k = ∆x̂−
k + Kk

(
zk −

(
h (x∗

k, k) + Hk∆x̂−
k

))
,

∆x̂k = ∆x̂−
k + Kk

(
zk − ẑ−k

)
. (G.32)
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Adicionando x∗
k a ambos os lados da equação G.32 vem

x∗
k + ∆x̂k = x∗

k + ∆x̂−
k + Kk

(
zk − ẑ−k

)
,

x̂k = x̂−
k + Kk

(
zk − ẑ−k

)
. (G.33)

Quando a actualização é efectuada através de G.33 o erro de trajectória ∆x̂k torna-se
nulo. A projecção da estimativa do filtro é então dada por

x̂−
k+1 = φ(x̂k, k). (G.34)

Uma vez determinado x̂−
k+1 pode-se calcular a estimativa das observações através de

ẑ−k+1 = h(x̂−
k+1). (G.35)

Tem-se desta forma o conjunto de equações que permite implementar um filtro de
Kalman estendido discreto, recursivo e não estacionário que opera nas variáveis totais de
estimação em vez das variáveis de erro de estimação.
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Apêndice H

Caracterização estat́ıstica de d, ρ e
Bpe

H.1 Média e covariância do vector de tempos

Aplicando o operador valor esperado a 4.4, tem-se que a média do vector de tempos é
dada por

mtm = E [tm] = E
[
t + εc + εd

]
= E

[
t
]
+ E [εc] + E [εd] . (H.1)

Tendo em conta que o valor médio do erro de modo comum e do erro de modo dife-
rencial é nulo

E [εc] = E [εd] = [0N×1] , (H.2)

pode-se reescrever H.1 como

mtm = E
[
t
]

= t. (H.3)

A matriz de covariância do vector de tempos é dada por

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= E

[
tmtT

m −mtmtT

m − tmm
T

tm
+mtmm

T

tm

]
. (H.4)

Tendo em conta que mtmtT
m = tmm

T
tm

e pode-se reescrever a equação anterior como

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= E

[
tmtT

m − 2ttT

m + tt
T]
,

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= E [tmtT

m] − E
[
2ttT

m

]
+ E

[
tt

T]
,

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= E [tmtT

m] − 2tt
T

+ tt
T
,

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= E [tmtT

m] − tt
T
. (H.5)

O termo E [tmtT
m] em H.5 é dado por

E [tmtT

m] = E
[(

t + εc + εd

) (
t + εc + εd

)T
]
,

E [tmtT

m] = E
[
tt

T
+ εcε

T

c + εdε
T

d + 2tεT

c + 2tεT

d + 2εcε
T

d

]
,

E [tmtT

m] = E
[
tt

T]
+ E [εcε

T

c ] + E [εdε
T

d ] + 2tE [εT

c ] + 2tE [εT

d ] + 2E [εcε
T

d ] . (H.6)

Sabendo que o erro de modo de comum e o erro de modo diferencial são incorrelacio-
nados

E [εcε
T

d ] = [0N×N ] , (H.7)
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e tendo em conta H.2 pode-se reescrever H.6 como

E [tmtT

m] = tt
T

+ E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ] , (H.8)

onde E [εcε
T
c ] é a matriz de covariância do erro de modo comum e E [εdε

T
d ] é a matriz de

covariância do erro de modo diferencial e são dadas por

E [εcε
T

c ] = σ2

c [1N×N ] , (H.9)

E [εdε
T

d ] = σ2

dIN×N . (H.10)

Substituindo H.8 em H.5 tem-se que a matriz de covariância do vector de tempos é
dada por

E
[
(tm −mtm) (tm −mtm)T

]
= tt

T
+E [εcε

T

c ]+E [εdε
T

d ]−tt
T

= E [εcε
T

c ]+E [εdε
T

d ] . (H.11)

H.2 Média e covariância da medida da direcção d

Aplicando o operador valor esperado a 4.18, tem-se que a média da direcção de um
dado emissor é dada por

md = E [d] = E [−vpM
#

PSCtm] = −vpM
#

PSCE [tm] = −vpM
#

PSCmtm . (H.12)

Substituindo H.1 em H.12 vem que a média do vector de direcção é dada por

md = −vpM
#

PSCt. (H.13)

A matriz de covariância do vector de direcção é dada, analogamente ao deduzido para
a Equação H.5, por

E
[
(d −md) (d −md)

T
]

= E [ddT ] −mdm
T

d
. (H.14)

O termo E [ddT ] em H.14 é dado por

E [ddT ] = E
[
−vpM

#

PSCtm (−vpM
#

PSCtm)T
]
,

E [ddT ] = E
[
v2

pM
#

PSCtmtT

mCTM#T

PS

]
,

E [ddT ] = v2

pM
#

PSCE [tmtT

m]CTM#T

PS . (H.15)

Substituindo H.8 em H.15 vem

E [ddT ] = v2

pM
#

PSC
(
tt

T
+ E [εcε

T

c ] + E [εdε
T

d ]
)
CTM#T

PS . (H.16)

Tendo em conta H.13, o termo mdm
T
d

em H.14 é dado por

mdm
T

d
= −vpM

#

PSCt
(
−vpM

#

PSCt
)T

= v2

pM
#

PSCtt
T
CTM#T

PS . (H.17)

Substituindo H.16 e H.17 em H.14 tem-se que a matriz de covariância do vector di-
recção é dada por

E
[
(d −md) (d −md)

T
]

= v2

pM
#

PSC (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ])CTM#T

PS . (H.18)
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H.3 Média e covariância da medida da distância ρ

Aplicando o operador valor esperado a 4.25, tem-se que a média da distância de um
emissor à origem do referencial {B} é dada por

mρ = E [ρ] = E

[
1

N
mesp (vptm + BpT

r d)

]
=

1

N
mesp (vpE [tm] + BpT

r E [d]) . (H.19)

Substituindo H.1 e H.13 em H.19 obtém-se

mρ =
1

N
mesp

(
vpt − vp

BpT

r M#

PSCt
)
. (H.20)

De 4.25, 4.4 e H.19 pode-se escrever

ρ−mρ =
1

N
mesp (vp (εc + εd) + BpT

r (d −md)) . (H.21)

Tendo em conta H.21 tem-se que a matriz de covariância da distância ρ é dada por

E
[
(ρ−mρ) (ρ−mρ)

T
]

= E

[(
1

N
mesp (vp (εc + εd) + BpT

r (d −md))

)

(
1

N
mesp (vp (εc + εd) + BpT

r (d −md))

)T]
,

E
[
(ρ−mρ) (ρ−mρ)

T
]

=
1

N 2
mespE

[
v2

p (εc + εd) (εc + εd)
T +

+2vp
BpT

r (d −md) (εc + εd)
T +

+ BpT

r (d −md) (d −md)
T Bpr

]
mT

esp,

E
[
(ρ−mρ) (ρ−mρ)

T
]

=
1

N 2
mesp

(
v2

p (E [εcε
T

c ] + 2E [εcε
T

d ] + E [εdε
T

d ]) +

+2vp
BpT

r E
[
(d −md) (εc + εd)

T
]
+ (H.22)

+ BpT

r E
[
(d −md) (d −md)

T
]

Bpr

)
mT

esp.

O termo E
[
(d −md) (εc + εd)

T
]

em H.22 é dado por

E
[
(d −md) (εc + εd)

T
]

= E [dεT

c ] + E [dεT

d ] −md (E [εT

c ] + E [εT

d ]) . (H.23)

Tendo em conta H.2 e 4.18 vem

E
[
(d −md) (εc + εd)

T
]

= E [−vpM
#

PSCtmεT

c ] + E [−vpM
#

PSCtmεT

d ] . (H.24)

Substituindo 4.4 em H.24 e tendo em conta H.7 e H.2 tem-se

E
[
(d −md) (εc + εd)

T
]

= −vpM
#

PSC (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ]) . (H.25)

Substituindo H.25, H.7 e H.18 em H.22 obtém-se

E
[
(ρ−mρ) (ρ−mρ)

T
]

=
1

N 2
v2

pmesp ((E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ]) +

−2 BpT

r M#

PSC (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ]) + (H.26)

+ BpT

r M#

PSC (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ])CTM#T

PS

Bpr )mT

esp.
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H.4 Covariância entre as medidas da distância ρ e da

direcção d

A matriz de covariância entre a distância ρ e a direcção d é dada por

E
[
(ρ−mρ) (d −md)

T
]

= E [ρdT ] −mρm
T

d
. (H.27)

Partindo de 4.25, o termo E [ρdT ] em H.27 é dado por

E [ρdT ] = E

[(
1

N
mesp (vptm + BpT

r d)

)
dT

]
,

E [ρdT ] =
1

N
mesp (vpE [tmdT ] + BpT

r E [ddT ]) . (H.28)

Tendo em conta 4.18 e 4.4, o termo E [tmdT ] em H.28 vem dado por

E [tmdT ] = E
[
tm (−vpM

#

PSCtm)T
]

E [tmdT ] = −vpE [tmtT

m]CTM#T

PS . (H.29)

Substituindo H.8 em H.29 tem-se

E [tmdT ] = −vp

(
tt

T
+ E [εcε

T

c ] + E [εdε
T

d ]
)
CTM#T

PS . (H.30)

Substituindo H.30 e H.16 em H.28 obtém-se

E [ρdT ] =
1

N
mesp

(
−v2

p

(
tt

T
+ E [εcε

T

c ] + E [εdε
T

d ]
)
CTM#T

PS +

+v2

p

BpT

r M#

PSC
(
tt

T
+ E [εcε

T

c ] + E [εdε
T

d ]
)
CTM#T

PS

)
. (H.31)

Substituindo H.31, H.1 e H.13 em H.27 tem-se que a matriz de covariância entre a
distância ρ e a direcção d é dada por

E
[
(ρ−mρ) (d −md)

T
]

=
1

N
mesp

(
−v2

p (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ])CTM#T

PS +

+v2

p

BpT

r M#

PSC (E [εcε
T

c ] + E [εdε
T

d ])CTM#T

PS

)
. (H.32)

H.5 Aproximação das posições relativas por uma dis-

tribuição normal

A posição de um dado emissor no referencial {B} pode ser expressa a partir de H.33
nas suas três componentes

Bpe =
[
ρdx ρdx ρdx

]T
. (H.33)

Seja a função escalar

g (ρ, dk) = ρdk com k = {x, y, z}. (H.34)

Pode-se então reescrever H.33 a partir de H.34

Bpe =
[
g (ρ, dx) g (ρ, dy) g (ρ, dz)

]T
. (H.35)
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A expansão em série de Taylor de H.34 em torno dos valores médios de ρ e dk dá
origem a

g (ρ, dk) = g (ρ, dk) + ∇g (ρ, dk)

[
ρ−mρ

dk −mdk

]
+

+
1

2

[
ρ−mρ dk −mdk

]
∇2g (ρ, dk)

[
ρ−mρ

dk −mdk

]
+ . . . . (H.36)

O gradiente ∇g (ρ, dk) em H.36 é dado por

∇g (ρ, dk) =
[

∂g(ρ,dk)
∂ρ

∂g(ρ,dk)
∂dk

]
=

[
dk ρ

]
. (H.37)

A matriz Hermiteana ∇2g (ρ, dk) em H.36 é dada por

∇2g (ρ, dk) =

[
∂2g(ρ,dk)

∂2ρ

∂2g(ρ,dk)
∂ρ∂dk

∂2g(ρ,dk)
∂dk∂ρ

∂2g(ρ,dk)
∂2dk

]
=

[
0 1
1 0

]
. (H.38)

Os termos de ordem superior à segunda em H.36 são todos nulos pois todas as derivadas
de ordem superior à segunda de g (ρ, dk) também o são.

O valor esperado de g (ρ, dk) é dado por [2]

E [g (ρ, dk)] =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g (ρ, dk) f (ρ, dk) ∂ρ∂dk, (H.39)

onde f (ρ, dk) é a função densidade de probabilidade conjunta de ρ e dk que verifica [2]

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (ρ, dk) ∂ρ∂dk = 1. (H.40)

Aplicando H.39 a H.36 obtém-se

E [g (ρ, dk)] = mρmdk
+ E

[
(ρ−mρ)

(
dk −mdk

)]
. (H.41)

A média da posição do emissor no referencial {B} é dada, na forma vectorial, por

E [ Bpe ] =
[
E [g (ρ, dx)] E [g (ρ, dy)] E [g (ρ, dz)]

]
(H.42)

em que que os elementos E [g (ρ, dk)] com k = {x, y, z} são dados por H.41.
A matriz de covariância da posição do emissor no referencial {B} é dada por

E
[
( Bpe − E [ Bpe ]) ( Bpe − E [ Bpe ])T

]
=




Vxx Vxy Vxz

Vyx Vyy Vyz

Vzx Vzy Vzz



 , (H.43)

onde os elementos Vkj com k = {x, y, z} e j = {x, y, z} são dados por

Vkj = E [(g (ρ, dk) − E [g (ρ, dk)]) (g (ρ, dj) − E [g (ρ, dj)])] . (H.44)

Aplicando H.39 a H.44 e desprezando os termos de ordem superior à segunda obtém-se

Vkj = mdk
mdj

E
[
(ρ−mρ)

2
]
+mdk

mρE
[
(ρ−mρ)

(
dj −mdj

)]
+

+mdj
mρE

[
(ρ−mρ)

(
dk −mdk

)]
+m2

ρE
[(
dk −mdk

) (
dj −mdj

)]
. (H.45)

73



74 H. Caracterização estat́ıstica de d, ρ e Bpe

Para validação desta aproximação foi efectuada uma simulação de Monte-Carlo com
10000 experiências aleatórias. É utilizada uma geometria de instalação dos receptores
no referencial {B} semi-esférica como estudado em [1] com 13 receptores. O emis-
sor é colocado a 100 metros da origem do referencial {B} alinhado segundo eixo x(

Bpe =
[

100 0 0
]T

)
.

Na Figura H.1 apresenta-se o resultado desta simulação. As barras verticais represen-
tam os dados aleatórios gerados pela simulação, a vermelho representa-se uma distribuição
normal adaptada aos dados aleatórios gerados e a azul encontra-se a distribuição normal
esperada teoricamente tal como calculado anteriormente nesta Secção.

Na Figura H.1(b) encontra-se o resultado da simulação adaptando a distribuição nor-
mal aos dados aleatórios depois de subtráıda a sua média. Como se pode verificar, apro-
ximação é válida.

Na Figura H.1(a) encontra-se o resultado da simulação adaptando a distribuição nor-
mal aos dados aleatórios sem subtrair a sua média. Pode-se observar na componente
em x um deslocamento no valor médio da distribuição. Este deslocamento é devido à
aproximação planar da onda acústica no cálculo da direcção d e da distância ρ. Depende
ainda da zona espacial em que se encontra o emissor em relação ao véıculo, tal como
estudado em [1]. No entanto, no âmbito deste trabalho, não se consegue caracterizar este
deslocamento quando implementado no filtro de Kalman. O filtro de Kalman assume que
os rúıdos das observações têm média nula, pelo que este deslocamento surge como uma
polarização nas medidas não permitindo que se distinga da grandeza nominal.
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Figura H.1 - Simulação de Monte-Carlo: validação da aproximação normal
para a posição do emissor no referencial {B}
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Apêndice I

Modelo do véıculo

O desempenho dos sistemas de navegação implementados é avaliado utilizando o mo-
delo matemático de um véıculo genérico apresentado neste Apêndice.

I.1 Descrição f́ısica do véıculo

Perante a intenção de conceber algoritmos de navegação genéricos e independentes do
tipo de véıculo, utiliza-se um véıculo holonómico (pode-se movimentar em qualquer di-
recção), simétrico e uniforme em relação ao centro de massa. Representado na Figura I.1,
o véıculo possui seis propulsores, dois por face permitindo movimentos em qualquer di-
recção e rotações sobre qualquer eixo.

Na Tabela I.1 apresentam-se as caracteŕısticas f́ısicas do véıculo em coordenadas do
referencial do centro de massa {G}. A posição dos sensores não é necessariamente e em
geral coincidente com o centro de massa do véıculo, no entanto, neste caso assume-se que
coincidem por uma questão de simplicidade de análise dos resultados.

I.2 Equações da dinâmica

A dedução das equações da dinâmica é descrita no referencial {B} devido às leituras
dos sensores serem efectuadas neste referencial. Parte-se da equação de Euler para rotação

Figura I.1 - Representação gráfica do modelo do véıculo (extráıdo de [3])
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78 I. Modelo do véıculo

Tabela I.1 - Caracteŕısticas f́ısicas do véıculo

Massa 10 Kg
Altura (z) 0.25 m
Largura (y) 0.75 m
Comprimento (x) 1 m
Propulsores 1 [−0.5,±0.3, 0]T m
Propulsores 2 [0,−0.375,±0.1]T m
Propulsores 3 [±0.4, 0,−0.125]T m
Sensores [0, 0, 0]T m

em torno de IpBorg , e da terceira lei de Newton sobre a translação do ponto de um corpo
ŕıgido em relação a um referencial inercial [20]

{
d ILBorg

dt
= Iτ Borg +m

(
IpBorg − IpGorg

)
× d IvBorg

dt

IfGorg = m
d IvGorg

dt

, (I.1)

onde m é a massa do véıculo, ILBorg é o momento angular, Iτ Borg é o binário total exercido
pelas forças externas em torno da origem de {B} e IfGorg é a resultante das forças externas
aplicadas no centro de massa, vistas no referencial inercial {I}.

Por desenvolvimento de I.1, obtém-se as expressões que descrevem a influência das
forças e binários exteriores na rotação e translação do corpo ŕıgido [20]

{
τ = MRω̇ + MRT u̇ + ω × (MRTu + MRω) + u × (MTRω)
f = MT u̇ + MTRω̇ + ω × (MTRω + MTu)

, (I.2)

onde

• τ = Bτ Borg é o binário total exercido pelas forças externas em torno da origem de
{B}, visto em {B};

• f = BfGorg é a resultante das forças externas aplicadas no centro de massa, vista em
{B};

• u = B
(

IvBorg

)
é a velocidade da origem de {B} em relação a {I}, vista em {B};

• ω = B ( IωB) é a velocidade angular do referencial {B} em relação ao referencial
{I}, vista em {B};

• MR = IB é a matriz dos efeitos inerciais de rotação devido à rotação;

• MT = mI3×3 é a matriz dos efeitos inerciais de translação devido à translação;

• MRT = m
[

BpGorg×
]

é a matriz dos efeitos inerciais de rotação devido à translação;

• MTR = −m
[

BpGorg×
]

= MT
RT é a matriz dos efeitos inerciais de translação devido

à rotação.
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O tensor de inércia no referencial de centro de massa {G} é definido [5] por

IG =

∫ ∫ ∫

v

ρ




y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2



 dv, (I.3)

onde ρ é a densidade do véıculo em cada elemento diferencial de volume dv.
Particularizando para o véıculo modelado tem-se

IG =
m

12




w2 + h2 0 0

0 l2 + h2 0
0 0 l2 + w2



 , (I.4)

onde h, l e w são a altura, comprimento e largura do véıculo, respectivamente.
Devido aos referenciais {G} e {B} terem a mesma orientação, o tensor de inércia

no referencial do corpo IB é definido em função de IG através do Teorema dos Eixos
Paralelos [5]

IB = IG +m
[

BpT

Gorg

BpGorgI3×3 − BpGorg

BpT

Gorg

]
. (I.5)

Reescrevendo I.2 como equações diferenciais de u e ω, obtém-se as equações funda-
mentais da dinâmica do véıculo






u̇ = Y−1 {f − MTRM
−1
R [τ − ω × (MRω + MRTu) +

−u × (MTRω)] − ω × (MTu + MTRω)}
ω̇ = X−1 {τ − MRTM

−1
T [f − ω × (MTu + MTRω)] +

−ω × (MRω + MRTu) − u × (MTRω)}
, (I.6)

onde
{

X = MR − MRTM
−1
T MTR

Y = MT − MTRM
−1
R MRT

. (I.7)

I.3 Influência das forças e binários externos

O véıculo é afectado por diversas forças exteriores, nomeadamente, a força de gravi-
dade, a força gerada pelos propulsores e a força de atrito. Estas forças externas geram
adicionalmente binários em torno do centro de gravidade do véıculo.

O binário originado por forças exteriores em torno da origem do referencial {B}, visto
num referencial genérico {A}, é dado por

Aτ Borg = A

BR
∑

i

Bpi × Bfi, (I.8)

onde Bfi é a força externa com ı́ndice i com ponto de aplicação Bpi, ambos vistos em
{B}.

Devido às equações da dinâmica do véıculo I.6 estarem descritas no referencial do corpo
torna-se necessária a conversão das forças e binários externos do referencial do centro de
massa {G} para o referencial {B}. Os referenciais {G} e {B} têm a mesma orientação
( G

BR = I3×3) pelo que se verifica

Bf = Gf . (I.9)
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No caso de existir uma translação entre os referenciais {B} e {G}, surgem binários
em torno de {B} devido às forças aplicadas em {G}. A conversão de coordenadas de
um ponto em {G} para {B}, tendo em conta que os referenciais têm a mesma orientação
( G

BR = I3×3), é dada por

Bp = BpGorg + B

GR Gp = BpGorg + Gp. (I.10)

Fazendo coincidir {A} com {B} em I.8, e tendo em conta I.10, I.9 e as propriedades
do produto externo (Apêndice E) tem-se

Bτ Borg =
∑

i

Bpi × Bfi =
∑

i

(
BpGorg + Gpi

)
× Bfi,

Bτ Borg =
∑

i

( Gpi × Gfi) +
∑

i

(
BpGorg × Bfi

)
,

Bτ Borg = Gτ Gorg + BpGorg × Bf . (I.11)

A força grav́ıtica que actua sobre o véıculo resulta da existência de massa no corpo e
é dada por

Gfg = m Gg, (I.12)

onde Gg é a aceleração grav́ıtica expressa no referencial {G}.
Os atritos são traduzidos através de uma força e de um binário de atrito proporcionais

às velocidades linear e angular do véıculo, respectivamente, e são dados por
{

Gfa = −Klin
G

(
IvGorg

)

τ a = −Kang
G ( IωG)

, (I.13)

sendo o binário τ a distinto do binário gerado por Gfa e invariante do referencial {G}
para o referencial {B}. As velocidades G

(
IvGorg

)
e G ( IωG) são calculadas recorrendo

ao Teorema de Coriolis [4], sabendo que ambos os referenciais têm a mesma orientação e
rodam com a mesma velocidade angular ( G

BR = I3×3 , BωG = 0)
{

G
(

IvGorg

)
= B

(
IvGorg

)
= u + [ω×] BpGorg

G ( IωG) = G ( IωB) + G ( BωG) = ω
. (I.14)

As forças e binários gerados pelos propulsores são dados por
{

Gfprop =
∑

i
Gfpropi

Gτ Gorg prop =
∑

i
Gppropi

× Gfpropi

, (I.15)

onde Gppropi
é a posição do propulsor i no referencial {G}.

A força e o binário resultantes no centro de massa são então dados por
{

Gfext = Gfa + Gfg + Gfprop

Gτ Gorg ext = Gτ Gorg prop + τ a

. (I.16)

Tendo em conta que G
BR = I3×3 tem-se a partir de I.9, I.11 e I.16 que a força e binário

resultantes no referencial {B} são dadas por
{

Bfext = Gfa + Gfg + Gfprop

Bτ Borg ext = Gτ Gorg prop + τ a + BpGorg × Bfext

. (I.17)

Para maior simplicidade no comando do véıculo, considera-se que a força grav́ıtica é
anulada por um propulsor virtual. No entanto, esta compensação não impede a existência
de uma força espećıfica correspondente nos acelerómetros, uma vez que a componente
grav́ıtica da força espećıfica não está relacionada com a actuação do propulsor virtual.
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Apêndice J

Desenvolvimento dos simuladores em
Simulink

Neste Apêndice aborda-se o desenvolvimento em Simulink dos simuladores para as
técnicas de processamento de sinal e para o modelo do véıculo e dos sistemas de navegação
implementados.

J.1 Simulador das técnicas de processamento de sinal

As técnicas de processamento de sinal apresentadas no Caṕıtulo 2 são simuladas utili-
zando os modelos apresentados na Figura J.1 para 1 emissor e 1 receptor e na Figura J.2
para 3 emissores e 1 receptor. No ficheiro ”Communications.m”encontram-se as confi-
gurações do modelo de 1 emissor e 1 receptor e as suas instruções de execução. Analoga-
mente, para configurar e executar o modelo de 3 emissores e 1 receptor, deve-se editar e
executar em ambiente MATLAB o ficheiro ”Beacon3Communications.m”

Zero-Order
Hold

NoiseSig

ReceivedSig

SentSig

Transducer

Reception

Sig2Send Transducer

Emission

Signal Delayed Signal

Delay Beacon - Vehicle

In

Out

Noise

Channel

Figura J.1 - Modelo em Simulink para simulação das técnicas de
processamento de sinal para 1 emissor e 1 receptor

Os sinais utilizados no envio e recepção dos modelos anteriores são gerados off-line
(Arquitectura proposta para geração e detecção de sinais SS, no Apêndice B) através
do modelo apresentado na Figura J.3(a) sendo obtidos pela multiplicação directa de um
pulso sinusoidal por um código gold tal como ilustrado na Figura J.3(b).

Para modelar o canal ruidoso e com um trajecto múltiplo utiliza-se o modelo apre-
sentado na Figura J.4 em que se adiciona ao sinal uma réplica sua atrasada no tempo e
rúıdo branco gaussiano.
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(a) Modelo em Simulink para geração de sinais na recepção e na emissão

3

SinSig

2

SeqSig

1

Out

Zero-Order
Hold

Step

Sine Wave SSel

Multiport
Switch

Out

Gerador Gold Code

(b) Detalhe do gerador de sinais

Figura J.3 - Modelo para geração de sinais

2

Noise

1

Out

NSelect

Multiport
Switch1

Multiport
Switch

In Out

Multi Path

0

Gaussian

Channel White Noise

CSelect

1

In

(a) Modelo do canal

1

Out

Transport
Delay

SecondPathGain

1

In

(b) Detalhe do trajecto múltiplo
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J.2 Simulador dos sistemas de navegação

Os sistemas de navegação são implementados utilizando uma plataforma comum, apre-
sentada na Figura J.5, que compreende o modelo do véıculo, os sensores inerciais, o al-
goritmo de INS e o filtro de Kalman. Para executar qualquer um dos modelos, deve-se
correr em ambiente MATLAB o ficheiro ”RunINS.m”que também contém comandos de
execução de outros ficheiros de configuração dos modelos sendo a sua edição fácil e in-
tuitiva. Alternativamente, executando o ficheiro ”OpenMainFiles.m”são mostrados no
editor de ficheiros do MATLAB todos os ficheiros de configuração dos modelos.
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Figura J.5 - Plataforma comum aos dois sistemas de navegação
implementados

O véıculo é implementado utilizando o modelo em Simulink ilustrado na Figura J.6 e
corresponde à implementação das equações do modelo matemático do véıculo apresentado
no Apêndice I.
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Figura J.6 - Modelo em Simulink do véıculo

Os modelos em Simulink para os sensores inerciais são apresentados na Figura J.7.
As medidas dos acelerómetros são geradas com o recurso a uma função que constrói
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todas as componentes da aceleração espećıfica do véıculo (aceleração linear, aceleração
centŕıpeta e aceleração de gravidade). Como já referido anteriormente no Apêndice I,
embora se considere que a força de gravidade é anulada por um propulsor virtual para
maior simplicidade no comando do véıculo, a medida da aceleração espećıfica contém a
componente grav́ıtica pois não está relacionada com a actuação do propulsor virtual. A
medida dos giroscópios é mais simples de ser gerada, por medição directa da velocidade de
rotação do véıculo. Ambas as medidas, dos acelerómetros e dos giroscópios, são afectadas
por polarizações e rúıdo branco gaussiano.
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Figura J.7 - Modelo em Simulink para os sensores inerciais

O modelo em Simulink do algoritmo INS é ilustrado na Figura J.8 sendo posśıvel
diferenciar as rotinas de correcção e os algoritmos de cálculo de posição, velocidade e
orientação. Estes últimos calculam as estimativas a priori de posição, velocidade e ori-
entação com base nos integrais entre instantes de amostragem das medidas dos sensores
inerciais. As rotinas de correcção são as últimas a ser executadas, aguardando que sejam
fornecidos os valores dos erros de estimação de posição, velocidade e orientação (estimados
externamente pelo filtro de Kalman com base nas observações e nas estimativas a priori
destas).

O filtro de Kalman é implementado recorrendo a uma função que contém as equações
de predição e propagação do filtro (funções distintas dependendo do sistema de navegação
implementado).

O modelo em Simulink do sistema de navegação projectado no espaço das posições
relativas é apresentado na Figura J.9.

Na Figura J.10 ilustra-se o modelo em Simulink para as observações efectuadas no
espaço das posições relativas. As posições relativas dos emissores no referencial do véıculo,
são calculadas com base no vector de tempos de chegada dos sinais acústicos e são com-
paradas com as mesmas grandezas estimadas com dados fornecidos pelo INS, formando
assim as observações a fornecer ao filtro de Kalman.

As observações do magnetómetro são formadas de forma semelhante, comparando as
medidas do vector do campo magnético terrestre, afectadas por rúıdo aditivo branco gaus-
siano, com a mesma grandeza estimada com dados fornecidos pelo INS. Na Figura J.11(a)
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Figura J.9 - Modelo em Simulink do sistema de navegação projectado no
espaço das posições relativas

ilustra-se o modelo que gera a estimativa do campo magnético terrestre a partir da esti-
mativa de orientação fornecida pelo INS e na Figura J.11(b) o modelo do magnetómetro.

O sistema de navegação projectado no espaço dos sensores é implementado utilizando
o modelo em Simulink apresentado na Figura J.12. Na Figura J.13 apresenta-se o modelo
utilizado para as observações no espaço dos sensores.
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