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It's useless to have wings,

if you don’t know how to fly.
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Resumo

Este relatério aborda o estudo da determinagdo de uma estimativa da distancia entre veiculos
auténomos constituintes de uma formagéo. Este trabalho propde-se estudar diferentes estratégias
para o calculo da distancia entre os veiculos constituintes da formagéo com base em sistema de GPS
e recorrendo a filtragem de Kalman.

E estudado em algum pormenor o sistema de GPS, nomeadamente o funcionamento do sistema
e os erros que afectam este sistema. Com base neste sistema sido estudadas, desenvolvidas e
implementadas diferentes estratégias para estimativa da distancia entre veiculos. E apresentada uma
estratégia centralizada - que consiste num centro de processamento que processa toda a informagao
existente — uma estratégia descentralizada — que consiste em obter para cada um dos veiculos uma
estimativa da sua posigcao e posteriormente obter uma estimativa da distancia entre veiculos. Por fim
€ apresentada uma estratégia que, a partir das posi¢cdes estimadas dos veiculos recorre ao algoritmo
Covariance Intersection de modo a tentar melhorar a estimativa obtida pela estratégia
descentralizada. O desempenho destas estratégias sdo ainda comparadas com um algoritmo basico
de determinacao de posicionamento a partir do sistema de GPS.

Na parte final deste trabalho é ainda apresentado um estudo do desempenho dos algoritmos

estudados.

Palavras Chave: GPS, Pseudo-distancia, Formagbdes de Veiculos, Filtragem de Kalman,

Covariance Intersection, Posterior Cramér-Rao
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Abstract

This report presents the study of computation of the distance between vehicles of a formation.
This work proposes to study several strategies in order to determine the distance between the
constituent vehicles of a formation aided by a GPS system and using Kalman filtering.

The GPS system is studied in detail. It's also presented the errors that affect the GPS system.
Based on this location system, is introduced, developed and implemented several strategies to obtain
a estimation of the vehicles distance.

The centralized strategy consists in estimating the distance between vehicles using all the
information existing. The decentralized strategy estimates the position of each vehicle and then
computes the distance between the vehicles. The last strategy presented consists in trying to improve
the estimation of the decentralized strategy using Covariance Intersection algorithm.

These strategies are also compared with an iterative algorithm to determine the position.

At the end, is presented the performance of the studied algorithms.

Keywords: GPS, Pseudo-distance, Vehicle Formation, Kalman Filtering, Covariance

Intersection, Posterior Cramér-Rao

vi



(pagina intencionalmente deixada em branco)

vil



Indice

LiSta de Tabelas......ceiiiniiiniiiiiiniiiinnicssiicnsnicnssnicsssnessssnesssssesssssesssssessssesssssssssssssssssssssssssssss X
LiSta de FiUIas ..cccceiiireiiisnncisnisssanissssnsssssnesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssssasssssasssss xi
L. INErOAUCAOD..ccccuueiiinneiintiiintecnttecsneecsnnecsseessssnessssesssssesssssesssssesssssesssssessssssssssssssssasssssessssasssss 1
2.Global Position SyStem (GPS)...cuueieniienrensnensenssnnssnensnnsssnsssncsssessssssssssssssssssssssssssssssssssns 4
2.1 Constituicao do sistema GPS ..........c.coooiiiiiie e e 4
2.2 Principio de funcionamento do GPS.........ccccooiiiiiiiniiiiiieeceee e 6
2.3 Erros que afectam medigdes do sistema de GPS .........c..ocoviiiiiiiniiniecee, 7
2.4 Determinacao da pseudo-diStANCIA ........c.eeruieriiieiiiieiierie e 11
3.Algoritmos de PosiCiONAMENtO.....ccceeervercrsrrcssnrcssrnrcssnescssnssssssssssnsssssanes 16
3.1 AlGOTItMO TLETATIVO.....uieeutieiieeieetieetteeiie et et e et e et e ebeestaeeateeseteesseessbeenseensaeenseenssesnseenns 16
3.2 Algoritmo recorrendo a filtragem de Kalman...........c..ccoccoeviiiiiiniiiiiiniicieeeee 20
T B 1Y (0T [ T LT 72 T [ R OSSR 20
3.1.2 MOdElo NAO0 HINEAT .....eeiiiiiiietieie ettt ettt st st sttt e b e sbe e b e e 20
3.1.3 AProXimaga0o LINEAT .......c.eccviertieriieriieiie et et et esteeseesaeeseesbeeseesseesseesssessseenseesseesseesseenseensnes 23
3.1.4 Matriz de covariancia do €StAd0........ccueeruieriiriiiie ettt 23
3.1.5 Observacoes do filtro de Kalman.............ccoiiiioiiiiiiiiiie e 24
3.1.6 NOtA CONCIUSTVA. ...ttt ettt ettt ettt e e et e st e e e bt et e s teeneenteseeeneenens 25
4.Covariance INterSeCtiON ... icueeciiercssricssnnicsssnecsssnessssnessssnesssssesssssesssssssssssssssssessssssssssssses 28
4.1 Covariance Intersection AIZOTIthm............oocviiiiiiieiiieceeeeeeeeee e 28
4.2 Célculo analitico do valor de M........cocueiiiiiiiiii e 31
5.Estratégias de estimaciio da distincia entre dois veiculos de uma formacio ................ 34
5.1 Estimagdo da distancia recorrendo a estratégia centralizada ..........ccccceeveeeiienieniieennene 34
5.1.1 Filtro de Kalman para estratégia centralizada............cccceevvieiiiieiiieriiecee e 35

5.2 Estimagao da distancia recorrendo a estratégia descentralizada............cccceeevveeenveennee. 37
5.2.1 Filtro de Kalman para estratégia descentralizada............c.ccoeevreeviienienienienienieereere e 38

5.3 Estimagao da distancia recorrendo a estratégia descentralizada com recurso a CI ........ 39
5.3.1 Filtro de Kalman para estratégia descentralizada com recurso a Cl........c.ccccvevvervvervenenennen. 40
5.3.2 Algoritmo CI para estratégia descentralizada com recurso a Cl..........ccccceeveeviienieninnnnnnee. 40

5.4 Comparagao das diferentes estratégias € CONCIUSOLS ........cevveerueriineirierienienienieneeienne 41

viil



6.Avaliacdo de desempenho do algoritmo estudado........ccocvueerecirsnricsscnnrccsssnnnncssssnnnecssnnns 50

6.1 Posterior Crameér-Ra0 ..........coouiiiiiiiiii e e 50
6.1.1 Matriz de covariancia de ruido de estado SINGUIAT............cccvevveeiieirieciieeeeeee e 52

6.2 Resultados € CONCIUSOES........ccueeruiieiieiieeiieie ettt st 54
7.Conclusdes € trabalho fUtUro .....cueeeceeiiiiiiiiiiiiiiiinnicneeintennneeessnsecsssseesssseessssessssseenes 59
7.1 Trabalho fULUTO ...cc..eiiiiiiieie ettt st 60
REfEICINCIAS «..uveereiiriseeceiciisinticiistnisnicstistsssisstiseesstssssssssssssssissssssesssssssssssssssssassssesssssssssssssess 62
Apéndice A — Propriedades da VAridncia........ceeeeiensecnseicsnssseressesssssssssssssssssssssssssssssssossess 65
Apéndice B — Filtro de Kalman DiSCreto ........cccceerveicssanicssanisssanesssanesssasesssasssssessssssssssssssses 66
B.1 Filtro de Kalman DiSCTetO .........coouiiiiiiiiiiieiiee et 66
B.2 Filtro de Kalman EsStendido............cooiiiiiiiiiiiiiieee e 69
Apéndice C — Método dos Minimos QUAadrados...........cueeecieeecssercssesssnrcssssssssosasssssssssssssans 73
Apéndice D — Representacao grafica de cOvVArincias.........ieienecssercssesssercsesssssssssssssossees 74
D.1 Diagonalizagao d€ MALLIZES .......cccueeruieeiieriieeiieeieeiee e eiteete et e ereeeeeereesaeeenbeesseeeaeeas 74
D.2 Calculo dos pontos da elipse de COVATTANCIA. ........evuireiierieeriieeieeieeeieeiee e evee e 75
D.3 Codigo MatLab para representagdo grafica da elipse de covaridncia.........ccceeeenuennene. 76
Apéndice E — Calculo da matriz de covariancias das 0DServacgoes .......cceeeresseressvercsssescses 77
Apéndice F — Método iterativo para calculo da matriz de informacfo...........ccceerueevenee. 79

X



Lista de Tabelas

Tabela 2.1 — Tipos de erro para cada fonte de erro € Causas. ........ccceevveerveereencirenieeieeeeeenen 10
Tabela 2.2 — Erro introduzido na pseudo-distancia para cada fonte de erro [Fonte: /4G]....... 10
Tabela 2.3 — Separagdo das fontes de erro em modo comum e modo diferencial. .................. 11

Tabela 5.1 — Erro quadratico médio obtido em simulagao da distancia estimada entre veiculos
para cada uma das estratégias analisadas. E também apresentado o erro quadratico médio
obtido no célculo da distancia entre veiculos quando ¢ utilizado um receptor de GPS dispondo

dO AlZOTIEMO TEETALIVO. ..ottt ettt ettt et e st e et esate et e e sneeenseans 45

Tabela 6.1 — Erro Quadratico médio obtido em simulagdo da distancia estimada entre veiculos

para a estratégia centralizada e erro quadratico minimo que € possivel obter. ........................ 54




Lista de Figuras

Figura 2.1 — Fotografia de um satélite NAVSTAR [Fonte: U.S.AirForce]. .....cccocveverieneennnne. 4

Figura 2.2 — Comparacao entre a duragdo da orbita de um satélite constituinte do sistema de

GPS com 0 periodo de rotaga@o da TeITa. .......coceevuiriirieiiiriinieieeceeee e 5

Figura 2.3 — Localizacdo geografica da componente de monitorizagdo e controlo [Fonte:

IN A S A ettt ettt h et h bttt e a e bt et e at e bt et e eat et e en bt ent e bt enteeaeebeennene 5
Figura 2.4 — Conceito bidimensional de trilateragao............cccuveeevieeiiieeiiieeieecee e 6
Figura 2.5 — Conceito tridimensional de trilateragao. ..........coceevierieneriienieneniienieneeeeeeneene 7
Figura 2.6 — Influéncia dos erros nas pseudo-diStAncias. ...........cceeveeevieenieeiiienieeieesie e 8
Figura 2.8 Erros de atraso na ionosfera e troposfera [Fonte: Trimble]. ..........cccceevveeiieniennnnn. 9

Figura 2.8 — Linha do tempo com representagdao dos referenciais e instantes de tempo de

emissd0 € 1eCePGA0 A0 SINAL ....ouiiiiiiiiiiiii et 12

Figura 4.1 — Representagdo da matriz P, com covariancia l_’xy conhecida. ........cccccevvinnnnne. 29

Figura 4.2 — Representagdo da matriz P,, com covaridncia P desconhecida, para varios

VAIOTES AE (0 .ttt ettt ettt et e bbb e it e b e eaees 30
Figura 5.1 — Representagdo esquematica da estratégia centralizada. ..........c.coevevveniencnienenne 35
Figura 5.2 — Representagdo esquematica da estratégia descentralizada.............cccceeveeveenenenee. 38
Figura 5.3 — Representagcao esquematica da estratégia descentralizada com recurso a CI. ..... 39

Figura 5.4 — Trajectorias reais e estimadas para estratégia centralizada para uma formacao de

dois veiculos, considerando o, =20 metros € o, =40 MEtros. ......cccoecevveveriereneneneneenene 43
ij

x1



Figura 5.5 — Trajectorias reais e estimadas para estratégia descentralizada para uma formagao

de dois veiculos, considerando o, =20 metros e o, =40 MEtros. ........cccecevveveirinicnenennee. 43
ij

Figura 5.6 — Distancia real e estimada para a estratégia centralizada, estratégia descentralizada

e estratégia descentralizada com recurso a CI, considerando o, =20 metros ¢ o, =40
ij

TTICTTOS. ettt ettt ettt ettt ettt et et e st e et e e st et e st e e e e ean e e be e st e eh e e een e et e s aneenaneenneenaees 44
Figura 5.8 — Representacdo grafica dos erros quadraticos médios da coordenada vy,
apresentados Na TaAbEla 5.1 .....cciiiiiiiiiiiieiee et e 47

Figura 6.1 — Comparagdo entre o erro quadratico obtido para a estratégia centralizada e o
algoritmo de Posterior Cramér-Rao, para a coordenada x. Os resultados apresentados sao para

1 m e 5 m de desvio padrao do ruido descorrelacionado (Ri)........ccceeeueeiuieiiiiiieniiieienieeie, 55

Figura 6.2 — Comparagdo entre o erro quadratico obtido para a estratégia centralizada e o
algoritmo de Posterior Cramér-Rao, para a coordenada y. Os resultados apresentados sdo para

1 m e 5 m de desvio padrao do ruido descorrelacionado (Ri)........ccccveevvieeviieenciieiniieeiee e, 55

Figura 6.3 — Representacdo grafica da evolucdo do erro quadratico da distancia em x entre os

veiculos (a vermelho) e em y (a verde), obtido através do posterior Cramér-Rao. ................. 56

xii



1.Introducao

Desde sempre o Homem teve curiosidade em explorar e conhecer o seu planeta e o universo
que o rodeia. Estes desejos nem sempre puderam/podem ser concretizados. Por um lado existem as
exigéncias econdémicas que uma actividade destas acarreta. Por outro o medo, dificuldades ou
mesmo a impossibilidade do Homem aceder ou cumprir certas missdes. Foram surgindo, entao,
ideias de criar veiculos nao tripulados que pudessem auxiliar ou mesmo substituir o Homem.
Surgiram, assim, os veiculos operados remotamente (RCV —Remote Control Vehicle) e, mais tarde,
os veiculos autbnomos (AGV - Automated Guided Vehicles).

Actualmente e cada vez mais, quer os veiculos autdbnomos quer os veiculos operados
remotamente assumem um papel cada vez mais importante. A necessidade de redugado de custos,
aumento da eficacia de operagao, melhoria dos processos produtivos, impulsiona cada vez mais este
tipo de solugdes.

A este tipo de veiculos sdo incumbidas missdes de vigilancia, salvamento, estudo de zonas de
dificil acesso ao ser humano, ou mesmo de elevado risco e com condigdes perigosas. Acgdes
extremamente perigosas e exigentes nos dias de hoje. E desta forma que este tipo de veiculos
assume cada vez um papel mais importante na sociedade.

Muitas vezes as operacOes referidas anteriormente sdo efectuadas por veiculos auténomos
individuais e “solitarios”. No entanto, estas ac¢gdes podem requerer mais que um veiculo. Surge,
assim, o conceito de formagéo de veiculos auténomos.

Os veiculos constituintes de uma formacdo de veiculos auténomos actuam em conjunto e
mantendo as posi¢des relativas entre veiculos fixas. E necessario ter um conhecimento preciso e
rigoroso da posi¢cao de cada um dos veiculos, pois qualquer falha na estimagéo da posigao pode ser
fatal quer para a missao a desempenhar pela formacgédo, quer mesmo para os veiculos. Torna-se,
entdo, necessario estudar e desenvolver um conjunto de estratégias que permitam a estimacédo da
posicdo da formacgao e/ou a distancia entre os veiculos da formagéo.

Neste trabalho é apresentado o estudo da determinacéo da distancia entre veiculos constituintes
de uma formagéo recorrendo a filiragem de Kalman e a informacéo fornecida por um sistema de GPS
a bordo de cada um dos veiculos constituintes da formagao. Deste modo, este documento encontra-

se estruturado da seguinte forma:

= Capitulo 2: é introduzido e explicado o funcionamento basico de um sistema de GPS. Sao
também apresentados e caracterizados os erros que afectam as medi¢des deste sistema. Na
parte final deste capitulo é desenvolvido um modelo para os erros que afectam as medi¢des

dos satélites;




Capitulo 3: sdo apresentados dois algoritmos de posicionamento. O primeiro algoritmo
apresentado trata-se de um algoritmo iterativo que apenas tira partido da informagao
fornecida pelos satélites, mais precisamente a pseudo-distancia, para estimar a distancia
entre os veiculos. O segundo algoritmo estudado usa igualmente as pseudo-distancias
fornecidas pelos satélites e tira partido da filtragem de Kalman para determinagdo da
distancia entre veiculos. Neste capitulo é igualmente apresentada a dindmica dos veiculos

utilizada neste trabalho;

Capitulo 4: é apresentado o algoritmo de Covariance Intersection. Este algoritmo é utilizado
para fazer estimagcdo quando a covaridncia cruzada entre dados é desconhecida. Este
algoritmo é posteriormente utilizado no Capitulo 5, onde se apresentam as estratégias para

determinacao da distancia entre veiculos;

Capitulo 5: sdo apresentadas as estratégias estudadas. Comecga-se por apresentar uma
estratégia centralizada, que consiste num modelo de estado Unico que estima o estado de
cada um dos veiculos simultaneamente. Apresenta-se de seguida uma estratégia
descentralizada que consiste em cada veiculo estimar o seu préoprio estado e posteriormente
calcular a distancia entre os veiculos. A terceira estratégia apresentada parte da estimativa
da estratégia descentralizada e recorrendo ao algoritmo introduzido no Capitulo 4,
Covariance Intersection, tenta-se melhorar a estimativa obtida a partir da estratégia

descentralizada;

Capitulo 6: é analisada o desempenho das estratégias estudadas, através da comparagao
dos resultados obtidos para a estratégia centralizada com o algoritmo de Posterior
Cramér-Rao, que da indicagdo da melhor estimativa possivel para problemas de filtragem nao

lineares;

Capitulo 7: s&do apresentadas as conclusdes gerais do trabalho e passos futuros a

desenvolver.
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2.Global Position System (GPS)

O sistema de GPS foi criado originalmente com o intuito de se obter um posicionamento
tridimensional preciso de um qualquer veiculo/utilizador a qualquer instante e independente das
condi¢des atmosféricas.

Neste capitulo pretende-se dar uma breve explicagdo sobre o sistema de posicionamento global
(GPS), a sua constituicdo, principios basicos de funcionamento. Refere-se também a que erros as
medigcbes dos satélites estdo expostos. Sdo, também, apresentados alguns algoritmos de calculo da

posicao de um veiculo equipado com sistema de GPS ([GoMe06]).

2.1 Constituicao do sistema GPS

O sistema de GPS é constituido por trés componentes essenciais ((GoMe06]):
= Componente espacial;
=  Componente de controlo;

=  Componente de utilizador.

A componente espacial é constituida por 24 satélites do tipo NAVSTAR GPS (Figura 2.1) que
orbitam, aproximadamente a 20200 km de distancia, em torno da terra. Os satélites estdo dispostos
ao longo de 6 planos inclinados de 55° e igualmente espagados de 60° de latitude. O periodo dos
satélites em torno da terra é de 12 horas (Figura 2.2).

Esta disposicdo dos satélites permite uma optimizacdo da cobertura da crosta terrestre,

permitindo que qualquer ponto da crosta terrestre esteja visivel a, pelo menos, 4 satélites.

Figura 2.1 — Fotografia de um satélite NAVSTAR [Fonte: U.S.AirForce].




Figura 2.2 — Comparagao entre a dura¢do da orbita de um satélite constituinte do sistema de GPS
com o periodo de rotagdo da Terra.

A componente de controlo é constituida por 5 estagdes de monitorizagao, dispersas ao longo da
terra, e por uma estagdo de controlo. As estagbes de monitorizagdo tém como fungdo fazer o
seguimento dos satélites, recebendo, em cada instante, a sua posi¢ao, velocidade e orientacdo. Essa
informacao é, posteriormente, enviada para a estagdo de controlo principal de modo a verificar e
corrigir a trajectéria e informagao dos satélites. Este método permite um correcto funcionamento do

sistema.
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Figura 2.3 — Localiza¢do geografica da componente de monitorizagdo e controlo [Fonte: NASA].

A componente de utilizador representa todo o sistema de recepgédo de um sinal proveniente de
um sistema de GPS, tanto a nivel de hardware como a nivel de software. Esta componente € capaz
ainda de, através dos dados provenientes do satélite, calcular a posi¢ao, velocidade ou referéncias de
tempo.




2.2 Principio de funcionamento do GPS

O intuito do sistema de GPS é determinar o posicionamento de um veiculo/utilizador. O
posicionamento é representado em coordenadas espaciais em relagdo a um referencial ortogonal
com origem no centro da terra, e que acompanha o seu movimento de rotagdo. Este referencial é
denominado ECEF (Earth - Centered, Earth - Fixed).

Para determinagao das coordenadas espaciais do veiculo, recorre-se as posi¢cdes dos satélites,
que se assumem que sdo conhecidas exactamente, e as respectivas distancias ao veiculo,
denominadas por pseudo-distancias e definida pela equacédo (2.1). Através desta informacédo e

através de um processo de trilateragao, é possivel determinar as coordenadas do veiculo.

2

4 =X =)+ () +(Z,2) @)
onde:

= X.,,Y,Z, definem as coordenadas do satélite i;

i°

= X,),z definem as coordenadas do veiculo.

O conceito de trilateracdo ([GoMe06]) para duas dimensbes, em termos geométricos, €
representado pela interseccdo de duas circunferéncias. Cada uma das circunferéncias apresenta
raios definidos pelas pseudo-distancias definidas anteriormente, e centro nas coordenadas do satélite
respectivo. A interseccao destas duas circunferéncias definidas anteriormente resulta, em geral, em
dois pontos possiveis para a posicdo do veiculo. E, deste modo, necessario mais um satélite de

forma a determinar univocamente as coordenadas do veiculo. Este facto é retratado na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Conceito bidimensional de trilateracdo.

Generalizando o conceito da trilateracado para o caso tridimensional, conclui-se que & necessario

recorrer a quatro satélites de forma a que as pseudo-distancias definidas por estes identifiquem,
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univocamente, as coordenadas do veiculo. Neste caso, a posi¢cdo do veiculo é identificada pela

intersecgao de superficies esféricas.

Figura 2.5 — Conceito tridimensional de trilateragdo.

Em termos geométricos, a intersecgdo entre duas superficies esféricas define uma
circunferéncia. Uma nova intersecgdo com outra superficie esférica define dois pontos, no entanto,
apenas o ponto que estiver mais proximo da superficie terrestre representa as coordenadas do
veiculo. Assim, assumindo que o sistema de GPS nao é afectado por erros, pode-se identificar a
posicdo de um veiculo apenas com recurso a trés satélites. No entanto, a existéncia de erros que
afectam as pseudo-distancias dos satélites, torna necessario a existéncia de um quarto satélite para

identificacdo das coordenadas do veiculo, como se explica mais adiante.

2.3 Erros que afectam medicdes do sistema de GPS

Apesar do excelente sistema de localizagdo que o sistema de GPS constitui, este é sensivel a
erros de diversas fontes que afectam a preciséo e exactiddo das medi¢ées. Na Figura 2.6 representa-
se medi¢des do sistema de GPS sujeitos a erros de diversas fontes.

Os erros que afectam as medigdes das distancias aos satélites tém diversas fontes, entre elas

destacam-se os erros associados aos satélites, ao receptor, e ao meio de propagagéo.




Figura 2.6 — Influéncia dos erros nas pseudo-distancias.

As fontes de erro originarias nos satélites tém ordem de grandeza pequena, quando
comparados com os outros erros que afectam o sistema de GPS. Os erros originarios nos satélites
possuem a vantagem de poderem ser controlados. Pode-se tomar como exemplo deste tipo de erros

as efemérides dos satélites, que sdo constantemente controladas e corrigidas, se necessario.

O meio de propagacao do sinal de GPS ¢é, também, originario de fontes de erros nas pseudo-
distancias obtidas a partir do sistema de GPS. Este tipo de erros é influenciado pelas condigbes
atmosféricas, uma vez que estas alteram a velocidade de propagacao do sinal de GPS ([Stei76]). A
atmosfera terrestre é constituida por varias camadas, das quais se destacam a troposfera e ionosfera.
Sao estas duas camadas que mais afectam as medigdes efectuadas pelos satélites. Os erros
introduzidos nas medigdes devido ao efeito da ionosfera variam pouco e lentamente ao longo do
tempo e é definido pela densidade de electrdes existentes na ionosfera. Os erros introduzidos pela
troposfera, camada inferior da atmosfera terrestre, variam com a humidade e provocam atrasos na
propagacao do sinal. Este efeito sofre uma variagdo mais rapida do que o efeito introduzido pela
ionosfera, sendo por isso mais dificeis de compensar.

O efeito do atraso introduzido na propagagéao do sinal de GPS é minimizado quando o satélite se
encontra na vertical em relagdo ao plano tangente a superficie terrestre onde se localiza o receptor de
GPS, uma vez que a distancia a percorrer pelo sinal de GPS é menor. Este tipo de erros afecta, com
elevada importancia, a precisdo das medi¢cdes do sistema de GPS. No entanto, uma vez que as
posicoes exactas dos satélites sdo conhecidas e que a posicdo do veiculo € aproximadamente

conhecida é possivel modelar e compensar este tipo de erros.




Correcting errors
Taking a rough trip through the atmospherea

Figura 2.8 Erros de atraso na ionosfera e troposfera [Fonte: Trimble].

As fontes de erro associados aos receptores de GPS sdo a principal razdo para a diminui¢cdo da
precisdo das medicdes. Este tipo de erros tem principal origem nos relégios internos pouco exactos,
efeitos de multi-percurso do sinal desde o satélite até ao receptor, limitagdes fisicas dos receptores
que introduzem ruido no sinal recebido. Os erros introduzidos pelos relégios internos sao a principal
fonte de erro, ndo podendo ser modelados. Os erros introduzidos pela existéncia de multi-percursos

podem ser minimizados recorrendo as caracteristicas do sinal, tais como baixo espectro de poténcia.

Na Tabela 2.1 apresenta-se varios tipos de erro inerentes a cada fonte de erro e causas do erro

em causa.




Tabela 2.1 — Tipos de erro para cada fonte de erro e causas.

Fonte de erro Tipo de erro Causa de erro
Reldgio interno Deriva do reldgio atdmico
Alteragdes das trajectorias

Efemérides . .
» previstas dos satélites
§ Sistema implementado para
% Selective Availability degradar performance para
« utilizadores civis
Geome’trla dos Posicao relativa dos satélites
satélites
Elevada densidade de eléctrdes
K @ Atraso ionosférico que influéncia velocidade de
o 8 propagacao
L ®
o Q = ;
SO Atraso troposférico Temperatura,. pressao e humldage
Q alteram velocidade de propagacao
Reldgio interno Deriva do relégio do receptor
Sinal é recebido em instantes
Multi-percurso diferentes, provocando

interferéncia com ele proprio
Restricao fisica que limita a
qualidade do sinal recebido

Receptor de
GPS

Ruido de receptor

O GPS tem, tipicamente, um erro de posigdo na ordem dos 15 metros. No entanto, cada
diferente tipo de erro influéncia a medicdo das pseudo-distancias de forma diferente. Na Tabela 2.2

apresenta-se o erro tipico maximo para diversas fontes de erro apresentadas.

Tabela 2.2 — Erro introduzido na pseudo-distancia para cada fonte de erro [Fonte: IAG].

Fonte de erro Erro maximo
[m]
lonosfera 5
Troposfera 2.5
Efemérides 2
Redgio do satélite +1
Multi-percurso 0.5
Erros numéricos +1
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Os erros apresentados anteriormente afectam as medi¢des das pseudo-distancias de cada um
dos satélites. No entanto, os erros que influenciam as medi¢bes de cada um dos satélites podem
estar correlacionados ou ndo com os erros que afectam cada um dos outros satélites. Pode-se,
entao, dividir os erros apresentados na Tabela 2.1 em duas classes: erros de modo comum e erros

de modo diferencial. Esta separagédo encontra-se feita na Tabela 2.3.

Tabela 2.3 — Separacao das fontes de erro em modo comum e modo diferencial.

Fontes de erro

Modo Comum (Rc)| Modo Diferencial (Ri)

Deriva dos reldgios
internos dos satélites
Atraso ionosférico | Multi-percurso do sinal
Atraso troposférico Efemérides
Deriva do relégio do
receptor

Ruido do receptor

2.4 Determinacao da pseudo-distancia

A pseudo-distancia definida por (2.1), € a distdncia geométrica entre o veiculo equipado com
sistema de GPS e um determinado satélite, que passara a ser designada por pseudo-distancia ideal.
A pseudo-distancia ideal, assumindo que a velocidade de propagacéo do sinal € a velocidade da luz,
€ dada pela multiplicagdo da velocidade da luz com a diferenga de tempos entre a emissao do sinal

pelo GPS e a recepcao do sinal no veiculo, medidos na mesma referéncia de tempo:

d; =c(t,-(1,),), (2.2)
onde,
= ¢ é avelocidade da luz em [m/s];
= { é o tempo de recepgao do sinal no veiculo, em [s];

" ()i € o tempo de emissédo do sinal do satélite i, em [s].

Existem problemas na resolugéo da equacgao (2.2) uma vez que séo utilizadas duas referéncias

distintas para os tempos de emissao e de recepgao do sinal. O tempo de emissao é dado pelo relégio

11



atémico do satélite que é bastante exacto. No entanto, o tempo de recepcgao é dado pelo relégio do

receptor do veiculo que é bastante menos exacto e ndo esta sincronizado com o reldgio dos satélites.

Origem do referencial de Instante de tempo quando o
teznpi) do receptor. sinal é recebido pelo receptor.
t,)
(), 4 I
O
L O—6—oc-o s

t
Origem do b 4 *
referencial de u t

referéncia. Origem do referencial
de tempo do satélite.

Figura 2.8 — Linha do tempo com representagdo dos referenciais e instantes de tempo de emissdo e
recepg¢do do sinal

Deste modo, é necessario entrar em conta com o tempo de deriva do relégio do receptor do
veiculo no tempo de recepgéo, e do relogio do satélite no tempo de emissao (Figura 2.8). Redefine-

se, entdo, a o conceito de pseudo-distancia:

d,=c([t,+b,]-[(2.),+(8),])- (2.3)
Recorrendo ao conceito de pseudo-disténcia ideal, definido em (2.2), obtém-se (2.4).

d,=d +c(b,—(b),)=d +b,~b, (2.4)

onde:
= di € a pseudo-distancia, em [m];
» d; éa pseudo-distancia ideal definida em (2.2), em [m];

= bm € o tempo de deriva do reldgio do receptor do veiculo, em [s],
" (b, )I, € o tempo de deriva do relégio do satélite, em [s];
= b, éaderiva do relégio do receptor do veiculo, em [m];

= b, éaderiva do reldgio do satélite i, em [m].
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Entrando em conta com os erros definidos na Seccdo 2.3 obtém-se (2.5), para a pseudo-

distancia.

d=d +b~b+T+I+¢, (2.5)
onde:
= T é o atraso troposférico, em [m];
= | é o atraso ionosférico, em [m];

= & representa outros efeitos ndo modelados e o ruido das medigdes, em [m].

A deriva dos relégios do satélite e do receptor do veiculo sdo constantes ao longo do tempo e
nao sao alteradas. Podem, entao, ser definidas por uma constante que pode representar a deriva dos
relégios em metros ou em segundos, sendo que a velocidade da luz (c) € a constante de
proporcionalidade entre as duas. Uma vez que o termo da deriva do relégio do receptor do veiculo é
bastante superior a deriva do relogio do satélite, esta pode ser desprezada face a deriva do relégio do
receptor do veiculo. Introduzindo esta nova incdgnita na equagéo (2.1), obtém-se (2.6) para as

pseudo-distancias.

d, = (X, =x) +(Y,=y) +(Z,—2) +b,, (26)

u

onde b, é aderiva do relégio do receptor do veiculo, em metros.

Na equacéo (2.6) é introduzida uma nova incognita, a deriva do relégio do receptor do veiculo,
aumentando o numero de incognitas para quatro. Torna-se assim necessario a existéncia de, no

minimo, quatro satélites de modo a permitir determinar as coordenadas do veiculo.

Os erros definidos anteriormente na Secgdo 2.3, afectam também a medicdo da pseudo-
distancia. Apesar de alguns dos erros definidos anteriormente poderem ser modelados, como é o
exemplo do atraso troposférico, ndo podem ser modelados na sua totalidade, sendo a medigdo da
pseudo-distancia afectada por uma parte do erro que nao foi possivel modelar na totalidade.

Como definido na Seccgdo 2.3, os erros podem ser divididos em duas classes. Uma em que os
erros entre satélites estao correlacionados (Rc), e a outra classe em que os erros entre satélites ndo
séo correlacionados (Ri). Pode-se assim introduzir na definicdo de pseudo-distancia o efeito dos erros
que nao sado possiveis modelar e variam aleatoriamente, assumindo-se que variam segundo uma
distribuicdo normal com média nula e com uma determinada varidncia que se assume conhecida.

Define-se, entédo, a pseudo-distancia (2.7).
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d, =J(X,» —x) +(Y-y) +(Z-z) +b,+n,+n,, 2.7)

1
onde:

* 77. € 0ruido de modo comum entre os satélites;

*= 17, €oruido de modo diferencial entre os satélites.

A pseudo-distancia definida em (2.7) inclui os efeitos da deriva dos relégios, nomeadamente do
relogio do receptor, visto ser o que introduz um maior erro nas medigdes. Engloba, também, outros
erros que afectam a medicdo da distancia dos satélites ao veiculo e que ndo podem ser modelados

ou corrigidos.
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3.Algoritmos de Posicionamento

Com o uso do sistema de GPS pretende-se obter a posicdo de um veiculo/utilizador, ou seja,
pretende-se obter as coordenadas espaciais x,, y, € z, de um veiculo/utilizador definidas num sistema
global de coordenadas, o ECEF.

Existem inumeros algoritmos para determinagédo da posicao de um veiculo equipado com um
sistema de GPS. Os algoritmos de posicionamento podem utilizar como informagdo somente a
pseudo-distdncia ou a pseudo-distdncia e a fase da portadora ([GoMe06]). Com recurso aos
algoritmos de determinagao da posigao do veiculo utilizando a informagéo da pseudo-distancia e da
fase da portadora é possivel obter-se resultados de elevada precisdo. No entanto, este tipo de
algoritmos necessita de resolver o problema da estimativa da ambiguidade inteira da fase ([GoMe06],
[BaTs00]), o que necessita de algoritmos com maior nivel de complexidade dos que os algoritmos
que apenas utilizam informagéo da pseudo-distancia.

Como exemplo de alguns algoritmos de determinagdo da posi¢gdo de um veiculo equipado com
um sistema de GPS, enumeram-se os seguintes: algoritmo iterativo, algoritmo de Bancroft ([Banc85]),
GPS diferencial (DGPS), duplas diferencas, método Lambda ([Jong96]). E possivel, também,
determinar a posigao de um veiculo com recurso a filtragem de Kalman, recorrendo a informagéo da
pseudo-distancia fornecida pelos satélites e a cinematica do veiculo.

Neste capitulo apresentam-se dois exemplos de algoritmos de posicionamento absoluto, que
consiste em determinar a posigdo de um veiculo equipado com GPS, recorrendo unicamente as
observagbes dos satélites realizadas pelo receptor de GPS. Os algoritmos apresentados sdo o

algoritmo iterativo e o algoritmo recorrendo a filtragem de Kalman.

3.1 Algoritmo iterativo

O algoritmo iterativo enquadra-se no conjunto de algoritmos de posicionamento absoluto, que tal
como ja referido, consiste em determinar a posi¢cdo de um veiculo com sistema de GPS recorrendo
apenas as pseudo-distancias obtidas a partir das medicdes realizadas pelos satélites e/ou fase da

portadora.

O problema de determinacdo da posi¢do de um veiculo resume-se em determinar, a partir de um
sistema de equagdes, as coordenadas espaciais do veiculo. O sistema de equagdes (3.1) deve, no

minimo, ser constituido por quatro equagbes de modo a ser possivel encontrar uma Unica solugao
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para o sistema de equagdes. Este facto significa o receptor de GPS do veiculo deve estar visivel, pelo
menos, por quatro satélites. Uma vez que o sistema de equagbes é definido por equagbes nao
lineares do tipo de (2.6), é necessario recorrer a um método que torne possivel a resolugéo deste tipo
de sistema de equagdes.

+(z,~2) +b, | (3.1)

onde o sistema de equacdes deve, no minimo, ser constituido por quatro equagdes, ou seja, N=4.

Existem varias solugbes para resolugéo do sistema de equagdes (3.1). Contudo, apresenta-se
apenas um algoritmo iterativo que recorre a aproximagdo em expansao em série de Taylor de

primeira ordem de cada equacéao constituinte do sistema.
Define-se 5dl. como sendo o incremento diferencial da pseudo-distancia do i-ésimo satélite
((3.2)) que é dado pela expansdo em série de Taylor de primeira ordem (3.3).
od. od, od od,

od, =—L8x+—L0y+—L8z+—L0b,. (3.2)
ox oy oz ob

u

(X, —x)0x+(Y,—y)oy+(Z,-z)06z
\/(X,- —x)2 +(K—y)2 +(Zi—z)2

onde dx, 0y, 0z e Ob, sao os incrementos diferenciais de x, ¥, z e b, .

5d, =— +6b,, (3.3)

u

Reescrevendo o sistema (3.1) linearizado, obtém-se (3.4).
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X, —x)é')hL(Y1 —y)é'y+(Z1 - )§Z+5b

JOX =) +(Y=y) +(Z,-2)

5dy -

5d2:_(X2—x)5x+(Y —y)5y+(Z2—z)5z+5 u
VX —x) +(5-y) +(Z,-2)
5d3:—( ,—x)ox+(Y, - y)5y+(Z3—z)5z+5b
JX =2 + (G- y) +(2,-2)

5d, :_(XN —X)5x+(YN—y)5y+(ZN—z)5Z+5b

VX =x) + (Y =) +(Zy -2 ’

Escrevendo o sistema (3.4) em forma matricial obtém-se (3.5).

i é‘dl ] _all alZ al?y al4 ] 5)('
od, Ay Qy Oy Oy S
od=adce|od, |=|a;, o, a5 a 5); ,
: Sb,
_5dN_ | Oy Oy Oy Oy
onde:
(Xj —x)
@y == 2 2 2
VX =2) (1 -0) +(2,-2)
(v, -»)
Xjp =7~ 2 2 2
Jx,=x) +(1,-») +(z,-2)
a./3 = (Zj _Z) 2

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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De forma a determinar as coordenadas do veiculo equipado com GPS recorre-se ao método

iterativo que se descreve de seguida:

1.

Escolhe-se uma estimativa inicial para as coordenadas do receptor do veiculo (x, v, z)e

para a deriva do relégio (b, );

Calcula-se a pseudo-distancia com base nos valores estimados (x, ¥, z, b, );

Calcula-se a diferenga entre a pseudo-distancia observada e a estimada;
Calcula-se a matriz o definida em (3.5);

Recorrendo a equagdo (3.9) resultando do método dos minimos quadrados (Apéndice C),

determina-se os valores dx, 0y, 0z e 0b, .

Sc= [aT.aT a’.od: (3.9)

Calcula-se a nova estimativa de x, y, z, b, somando dx, 6y, 0z e &b, a estimativa

anterior.

Com base nos valores dx, 0y, 0z e db, calculados no ponto 5, calcula-se Jv através da

expresséao (3.10).

5v:\/5x2+5y2+522+5bu2 ; (3.10)

Verifica-se se o valor de ov é inferior a um determinado erro &, especificado. Se for,

termina aqui o processo. Caso contrario, retorna-se ao ponto 2.

A convergéncia do algoritmo iterativo depende fortemente da escolha da estimativa inicial. Para

posicionamento perto da superficie terrestre este problema pode ser facilmente ultrapassado,

conhecendo a localizag&o aproximada.

19



3.2 Algoritmo recorrendo a filtragem de Kalman

A determinacdo das coordenadas de um veiculo utilizando um sistema de GPS pode, também,
ser determinada recorrendo a filtragem de Kalman ([BrHw97]). Pretende-se com esta abordagem
obter uma melhor estimativa das coordenadas do veiculo, uma vez que se utiliza maior quantidade de
informagado para obtencdo da estimativa, nomeadamente as pseudo-distancias obtidas a partir de
cada um dos satélites e as varidncias dos erros que afectam estas.

De seguida apresenta-se o algoritmo de Kalman para o sistema de GPS.

3.1.1 Modelo de estado

A forma mais comum de descricdo de grandezas que evoluem ao longo do tempo é através de
espago de estados. Nesta descrigdo o estado do sistema é representado por uma fungéo vectorial,
cuja dimenséao é pelo menos igual ao nimero de grandezas a relacionar e dependente do tempo. No
entanto, hd duas abordagens distintas, dependendo da forma como é representada a evolugao
temporal. Se esta evoluir de uma forma continua obtemos modelos em tempo continuo; se o tempo
variar de forma discreta obtemos modelos em tempo discreto.

Primeiramente define-se 0 modelo de estado em tempo continuo do veiculo procedendo, de

seguida, a sua discretizagao.

3.1.2 Modelo nao linear

Para caracterizar a posi¢ao de cada veiculo consideram-se as seguintes variaveis de estado:

= | - angulo entre o referencial do corpo e o referéncia inercial,
*= p. -posigdo do veiculo no referencial inercial segundo a coordenada x;
" D posigédo do veiculo no referencial inercial segundo a coordenada y;

* @ - velocidade angular do veiculo;
= J -velocidade do veiculo no referencial inercial.
E ainda adicionada uma variavel de estado auxiliar, bu , que representa a deriva do reldgio do

receptor de GPS do veiculo em relagédo ao relégio dos satélites, medida em metros.

Tendo em conta as variaveis de estado referidas acima, define-se o modelo (3.11) que permite

descrever a trajectoria do veiculo em tempo continuo:
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(3.11)

Assume-se que ndo existe nenhuma entrada a afectar directamente a posigcdo, portanto a

velocidade linear e velocidade angular sdo constantes. No entanto, pode-se estender o modelo (3.11)

de forma a permitir a variagdo nas variaveis de estado que caracterizam a trajectéria. Deste modo,

definem-se &, (t) e §w(t) como sendo entradas aleatérias que caracterizam as variagbes da

velocidade linear e velocidade angular, respectivamente ([Alv04]). Define-se, entdo, o modelo (3.12)

para descrever a trajectéria do veiculo ao longo do tempo.

p. (1) =V (t)cos(y (1))
p, (t) = V(t)sin(t//(t)) |
(t)=¢,(1)
V()=4(1)

b, =0

(3.12)

Discretizando o sistema de equagbes deterministicas (3.11), obtém-se o sistema de equacgdes

discreto (3.13),
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(3.13)

@(1)=0 w(t+h)=w(t
V(t)=0 V(t+h)=V()
b =0 b, (t+h)=b,(1)

onde h é o intervalo de amostragem.

Segundo [Alv04], para se concentrar a acgdo do ruido em instantes de tempo discretos, a

covariancia associada devera depender linearmente da largura do intervalo de amostragem e

portanto, o ruido associado devera ser proporcional a raiz do intervalo de amostragem (\/Z). E

possivel, desta forma, obter o sistema de equagdes estocasticas (3.14) que representa a evolugao
das variaveis de estado ao longo do tempo discreto.

(3.14)

Escrevendo o sistema de equacgdes estocasticas (3.14) na forma de modelo de estado, obtém-se
(3.15).

X1 = 0(x,, k) +GE,, (3.15)

onde:

T
Xkﬂ:[l//kﬂ (px)kﬂ (py),pr1 Wy Vk+l bukﬂ}; (3.16)
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1 00 h 0 0

0 1 0 0 cos(y,)h O

0 01 0 sin(wg,)h O
o(x,, k)= 00 0 1 (Ok) ol (3.17)

0000 1 0

0 00 0 0 1]
fooo i o o 18)

000 0 ~r o '
§w

%;FLCV : (3.19)

3.1.3 Aproximagao linear

Uma vez que o modelo obtido para o veiculo é n&o linear, € necessario proceder a sua

linearizagao ([BrHw97]). Deste modo, calcula-se o Jacobiano de (p(xk,k) em ordem as variaveis

de estado:

I 1 0 0 h 0 0]

~Vsen(y,)h 1 0 0 cos(y,)h 0

op(x, .,k V. cos h 0 1 0 sin h 0

I (xok) = (pfaxk )| % o(l//k) 00 1 (Z/)/k) 0 (3.20)
k
0 0 0O 1 0
i 0 0 0O 0 1]

3.1.4 Matriz de covariancia do estado

Segundo [BrHw97], a matriz de covariancia do ruido de estado é dada por (3.21).
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0 0 0 0 0 0]
000 O 0 0
Q= E{GE'G"} = 000 02 09 (3.21)
000 ha> 0 O
000 0 ho'o O
000 0 0 0]

. o-f) = E{&wgg} , € a variancia da entrada aleatoria §;

» o= E{é’;vé';f} , é a variancia da entrada aleatéria & ;

h é o intervalo de amostragem.

3.1.5 Observacoes do filtro de Kalman

Cada um dos veiculos constituintes da formacao recebe as distancias a cada um dos quatro

satélites (pseudo-distancias) existentes:

dy = (X, =5 + (5 =0, ) +(Z=2) +b, 40,4710
dy; :\/(Xz _xi)2 (1 _yi)2+(22_zi)2 +0, 1.+ 7y

(
(X3 _xi)2 +(Y3—y
(

: (3.22)

SN
[\
+
—_
N
|

Z; )2 +b,+n.+1,;

&<
|
=
~
™o
+
—~~
N
|

z) b, 41, + 11,

Uma vez que (3.22) sdo equagdes nado lineares, € necessario proceder a sua linearizagao

([BrHW97]) de modo a relaciona-las com as variaveis de estado utilizadas (Apéndice B):
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o Wi g
ox oy
d.,. d,.
0 _8 2 _6 L0 0 1
éh(xk,k) B ox oy (3.23)
ox, o 0 oy oo ’ '
ox oy
adzh' ad4i 0 0 1
ox oy
onde:
od, (X, -x) | N
. 3 =— - : - > , sendo j cada um dos satélites;
X
VO =) (1) (2, 2)
od, (v,-») | N
" 5 =— - > > , sendo j cada um dos satélites;
) ) 4 (2,-2)
A matriz de covariancias associada ao ruido das observagdes é dada por (3.24).
IR S
2 2 2 2
o 0, +0 o o
R .:E 4 4T — c d2i c c c ’ (324)
E T e o
A R AR

onde 0, =[ (7. +70,) (M +70) (1 +00) (1 +70,)] -

3.1.6 Nota conclusiva

Em suma pode-se construir um filtro de Kalman para determinacdo da posicdo de um veiculo
recorrendo as pseudo-distancias fornecidas pelos satélites. Para tal, considera-se o sistema de
equacdes discretas definido em (3.14). E possivel, através do sistema (3.14), definir o modelo de

estado (3.15), que tem a matriz de covariancia (3.21) associada.
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As observagdes do filtro de Kalman s&o dadas pelas pseudo-distancias. Estas s&o relacionadas
com o vector de estado através da matriz (3.23). A matriz de covaridncia associada as observagodes é
dada por (3.24).
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4.Covariance Intersection

Quando se pretende obter uma estimativa de uma determinada variavel a partir de duas
medicdes descorrelacionadas, pode-se efectuar uma combinagao linear de variaveis cujos ganhos
optimos sao dados pelo ganho de Kalman (Kalman Gain), tal como definido no filtro de Kalman
[BrHW97]. Quando a covariancia entre variaveis € desconhecida, e assumindo-a como sendo zero
pode-se obter ainda estimativas satisfatérias para varias aplicagbes. No entanto, em muitos casos
assumir independéncia entre variaveis pode levar a sérios problemas.

O algoritmo de Covariance Intersection surgiu da necessidade de estimar variaveis com
covariancia desconhecida. Este algoritmo permite obter uma estimagdo de variaveis a partir de
medidas com covaridncia desconhecida, mantendo a consisténcia da estimativa. A consisténcia da
estimativa é definida como um limite superior da covaridncia estimada, em relacdo a covariancia real
((4.1)) ([PaCRO01], [LiPRO2]).

P,-P,>0. (4.1)

4.1 Covariance Intersection Algorithm

Defina-se X e Y como duas variaveis aleatorias, cujas médias e variancias sdo dadas por:

E{X}=X, (4.2)
E{Y}=y=X, (4.3)
E{XX"}=P,, (4.4)
E{YY"}=P,, (4.5)
E{X.YT} =P,. (4.6)

Seja Z uma combinaco linear de x e y, tal que:
z=W x+W,y, 4.7)
onde:

= x ey podem representar tanto uma estimativa prévia de X com uma determinada covariancia

ou uma medida com uma determinada incerteza,

* W, e W, saotaisque W, +W, =1.

28



O valor médio de Z sera dado por (4.8), e a sua matriz de covariancia sera dada por (4.9).

E{1}=7=W_x+W,_y=X. (4.8)

y

D T D T D T D T
L, =W.P W +WP W +WP W' +W.P W (4.9)

Se a matriz de covariancia P for conhecida, entdo a estimativa de maxima verosimilhanga

minimiza o trago de P,, [LiPR02]. A elipse de covariancia de P

7z’

calculada por este método, esta
dentro da intersecg&o das elipse das covariancias de P_ e Pyy , para todos os valores possiveis de

I_’xy (Figura 4.1) [LIPRO2]. No entanto, se a matriz de covariancia I_’xy néo for conhecida, este método

nao pode ser aplicado.

05

0.5

Figura 4.1 — Representa¢do da matriz P,, com covaridancia P, conhecida.

O método de Covariance Intersection permite obter uma estimativa (Z) e uma matriz de

covariancia (P, ) cuja elipse inclui a area de intersecgéo das elipse que representam as matrizes de
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covariancias de I_’xx e I_’yy (Figura 4.2). A estimativa é consistente (segundo (4.1)) apesar de ndo se

conhecer a matriz P .

As equagbes (4.10) e (4.11) definem o algoritmo de Covariance Intersection para duas variaveis
([PaCRO1], [LIPROZ2]).

P, =P '+(1-0)P,~ (4.10)
=P, (a).PXX‘l.X+(1 - a)).Pyy_l.y) : (4.11)

onde:
= P, e P sBo matrizes de covariancia, tal que P, 2P e P 2P . P e P  sdoas

matrizes de covaridncia de x e y, respectivamente.
= @ é um parametro que varia entre 0 e 1. Este parametro é escolhido de forma a optimizar a

estimativa da covariancia de acordo com um determinado critério, por exemplo minimizar o

tracode P, .

Paa
Pbb
15 T T Pcc parmetrizado porw | _|

0.5

Figura 4.2 — Representagdo da matriz P,, com covaridncia ny desconhecida, para varios valores de

.

Generalizando o algoritmo de Covariance Intersection para N variaveis obtém-se as equagdes
(4.12) e (4.13).

N

P, => P, (4.12)
n=l1
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N
P, '2=) 0P "X, (4.13)
n=1
onde:

N
* o, variaentreOe 1, e Za)n =1. Este parametro é escolhido tal como no caso de N=2, ou

n=1
seja, de forma a optimizar a estimativa da covariancia de acordo com um determinado

critério, por exemplo minimizar o trago de P,, .

4.2 Calculo analitico do valor de w

Como ja foi referido anteriormente, pretende-se calcular @, e @, de forma a minimizar a fungéo

(4.14).
-1
r(P,)= tr((a)l.Pxxl + a)z.Pyy’l) ) : (4.14)
w+o,=1. (4.15)
A minimizagéo desta fungdo apresenta elevado custo computacional. Deste modo, desenvolve-se

um algoritmo ndo iterativo (fast covariance intersection filtering [Wolf]) de forma a evitar o pesado

custo computacional da minimizagao da fungéo (4.14).

Para introduzir o algoritmo de fast covariance intersection filtering é adicionada uma segunda
restricao definida por (4.16).

r(P)a,—tr(Py)w, =0. (4.16)

A restrigdo (4.16) foi escolhida de forma a :

= r(P)=tr(P)=> 0 =,;
r(P,)
(
o (

tr(Pl)

->0=>wm,—>0;

Ny

o
SN N

->0=>m —0.
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As restricdes (4.15) e (4.16) definem o sistema linear (4.17).

GRGA

Sempre que tr(Pl)+tr(P2)>O, o sistema (4.17) apresenta uma uUnica solugdo dada por
(4.18).

tr(Pz) tr(Pl)
o = L0, = : (4.18)
tr(P1)+tr(P2) tr(Pl)—Hr(Pz)

Generalizando para um numero de varidveis superior ou igual a dois (N> 2) obtém-se as
restrigoes (4.19) e (4.20) ([Wolf]).

o +..+o, =1, (4.19)

r(P)w,—tr(P,)w, =0,(n=m+1,m=2,..,N). (4.20)

A partir das restricoes (4.19) e (4.20), define-se o sistema (4.21).

g —& 0 ,
0 ¢ -4 ,
=|...]. 4.21)
0 0 &y, —&yl|l oy, 0
|1 1 1 oy | [1]

onde ¢, £1r(P,).

A partir do sistema (4.21) é possivel determinar, para N variaveis (N2> 2), o valor das incognitas
do sistema, de forma a minimizar a equagéao definida em (4.22).

7z

r(P,)= tr((a)l P+ to, P )_l ) : (4.22)
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5.Estratégias de estimacao da distancia entre
dois veiculos de uma formacao

Neste capitulo pretende-se desenvolver e comparar estratégias para determinagéo da distancia
entre dois veiculos constituintes de uma formagdo, com recurso a filtragem de Kalman. E também
apresentado o modelo de estado utilizado dos veiculos e as observagdes utilizadas no filtro de
Kalman.

A determinacdo da distancia entre dois veiculos neste capitulo baseia-se em estratégias
centralizadas, descentralizada e descentralizada com recurso ao algoritmo Covariance Intersection.
Nestas estratégias estudadas, cada um dos veiculos recebe as pseudo-distancias existentes e mais
alguma informagdo adicional dependendo da estratégia utilizada. Com base nesta informacao é

estimado o seu estado e respectiva distancia entre veiculos recorrendo a filtragem de Kalman.

5.1 Estimacao da distancia recorrendo a estratégia centralizada

A estratégia de estimagdo centralizada consiste num centro de processamento, que pode estar
incluida num dos veiculos ou uma unidade externa que efectua o processamento dos dados. Essa
unidade recebe os dados proveniente de todos os veiculos, e através de um unico filtro de Kalman
estima a distancia entre os dois veiculos constituintes da formacao, assim como o estado de cada um
dos veiculos (Figura 4.1). Esta estratégia possui a vantagem de utilizar toda a informagao disponivel,
tal como as pseudo-distancias de cada satélite a cada um dos veiculos, a correlagao entre ruidos que
afectam as observagbes de cada um dos veiculos, assim como a correlagdo dos ruidos entre
veiculos. Consegue-se, assim, uma melhor estimativa da distancia real entre veiculos. No entanto,
esta estratégia necessita de trocar muita informagédo entre os veiculos e apresenta matrizes de
dimenséo elevada (tipicamente, vao existir N variaveis de estado por cada veiculo) o que aumenta a

complexidade computacional.
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Centro

de
processamento

Dados 1 Dados 2

Veiculo 1 Veiculo 2

Figura 5.1 — Representagdo esquemadtica da estratégia centralizada.

5.1.1 Filtro de Kalman para estratégia centralizada

O vector de estado da estratégia centralizada, para estimagao da distancia entre dois veiculos

constituintes de uma formagéo, é definido por (5.1):

T

Xk:|:(xk)1T (Xk)zT} ’ (1)

onde (xk )i s&o variaveis de estado associadas a cada um dos veiculos, definidas em (3.16).

Tendo em conta (5.1), pode escrever-se o modelo de estado (5.2).

X1 =0 (X, k) +GE, . (5.2)

A matriz de transicao (p(xk,k) e a matriz G do modelo de estado (5.2), s&o definidas por (5.3)

e por (5.4), respectivamente.

(|)((xk)1 ,k) 0
0 (p((Xk )z’k)

onde (p((xk )i ,k) € a matriz de transicao definida em (3.17), associada a cada um dos veiculos.

0 (x,.k)= , (5.3)

35



T

(G), o

G= , (5.4)
0 (G),
onde, (G)i € a matriz definida em (3.18), associada a cada um dos veiculos.
Procedendo a linearizagao da matriz (5.3), obtém-se (5.5).
_8(p((xk)l’k) 0 |
k o(x
3, (x.k) _do(nok) | o) , (55)
0%y, . 29 ((x,), k)

L a(Xk )2

09 ((x,),-%)
8(Xk)i

onde € o jacobiano associado a cada um dos veiculos e é dado por (3.20).

O vector &, do modelo de estado (5.2) é dado por (5.6) e a matriz de covariancia associada é

dada por (5.7).

& :{(%(k))] (if)j’ (5.6)

onde (F,k )i € o vector de ruidos de estado associada a cada um dos veiculos e é dada por (3.19).

o, =[(Qg ) (Q(Z )2] o)

onde (Qk )l_ € a matriz de covariancia associada ao ruido de estado de cada um dos veiculos,

definida por (3.21).

A matriz que relacionada o vector de estado com as observagdes, para a estratégia centralizada,
€ dada por (5.8).
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oh((x,), k) .
ah(x ,k) ox,
Nk ’ (5.8)
0x, oh((x,),.k)
0 A\ R27 T
| ox, |

on((x,),.k)

ox,

onde € a matriz que relaciona o vector de estado com as observag¢des de cada um dos

veiculos, e é dada por (3.23).

A matriz de covariancia associada as observacgdes é dada por (5.9).

(R), o
R = 1 , (5.9)
‘ { 0-3 (Rk )2

onde (Rk )l_ € a matriz de covariancias, dada por (3.24), associada ao ruido das observac¢des de cada

. 2 a . . ~
veiculo, e o, e a variancia do ruido branco comum a todas as observagées.

5.2 Estimagcdo da distdncia recorrendo a estratégia

descentralizada

A estratégia descentralizada de estimacdo da distancia entre os veiculos constituintes da
formagé&o consiste em cada veiculo estimar, utilizando filtragem de Kalman, o seu estado localmente
e, posteriormente calcular a distancia entre os veiculos (Figura 4.2). Sao utilizadas como observagdes
do filtro de Kalman as distancias de cada satélite a cada um dos veiculos, também denominado de
pseudo-distancias.

Esta estratégia apresenta a vantagem necessitar de trocar menos informagcdo do que a
estratégia centralizada e da complexidade computacional exigida ao centro de célculo ser inferior a
estratégia apresentada anteriormente. Esta estratégia tém como desvantagem apresentar piores

resultados do que a estratégia centralizada.
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Centro
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processamento

Filtro de Filtro de

Kalman Kalman
Dados 1 Dados 2
Veiculo 1 Veiculo 2

Figura 5.2 — Representagdo esquemdtica da estratégia descentralizada.

5.2.1 Filtro de Kalman para estratégia descentralizada

Como ja referido anteriormente, na estratégia descentralizada a estimagéo do estado de cada
veiculo é feita localmente, ou seja, cada um dos veiculo estima o seu estado independentes da
informacgao dos outros veiculos. Deste modo, o modelo de estado e observagdes do filtro de Kalman
encontram-se definidos anteriormente nas Secgbes 4.1 e 4.2, respectivamente, deste documento. No

entanto, apresenta-se um pequeno resumo dos dados a considerar.

O modelo de estado a considerar para cada um dos veiculos é dado por (3.15) e a matriz de
covariancia associada ao ruido de estado é dada por (3.21). A linearizagdo da matriz de transigao
definida por (3.15) é dada por (3.20).

A matriz que relacionada o vector de estado com as observacgdes é dada por (3.23) e a matriz de
covariancias associada ao ruido das observacdes é dada por (3.24).
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5.3 Estimagdao da distancia recorrendo a estratégia

descentralizada com recurso a C/

A estratégia descentralizada com recurso a C/ é baseada no mesmo principio da estratégia
descentralizada. Deste modo, cada veiculo faz a estimagcéo do seu estado localmente, recorrendo a
fitragem de Kalman. Uma vez obtida a posigdo de cada um dos veiculos da formagdo, a distancia
entre eles é estimada recorrendo ao algoritmo de Covariance Intersection (Capitulo 3) e a trajectoria
nominal do centro geométrico da formagéao, que é conhecida.

Esta estratégia é vista como uma tentativa de melhoramento de estimacdo por parte de uma
estratégia descentralizada. Uma vez que a estratégia descentralizada assume que o ruido entre
veiculos é descorrelacionado, implementa-se o algoritmo de Cl, uma vez que a covariancia dos
ruidos é desconhecida a saida do filtro de Kalman.

Esta estratégia necessita de comunicagdo de um maior numero de dados entre veiculos do que

a estratégia descentralizada, mas um numero inferior de dados do que a estratégia centralizada.

Algoritmo
Covariance
Intersection

Filtro de Filtro de

Kalman Kalman
Dados 1 Dados 2
Veiculo 1 Veiculo 2

Figura 5.3 — Representagdo esquemdatica da estratégia descentralizada com recurso a CI.




5.3.1 Filtro de Kalman para estratégia descentralizada com recurso a CI

A estratégia descentralizada com recurso ao algoritmo de Covariance Intersection tem como
base a estratégia descentralizada. Deste modo, cada veiculo faz a estimagao local do seu estado.
Este facto permite que o filiro de Kalman seja implementado da mesma forma que na estratégia

descentralizada, ou seja, tal como descrito no capitulo 5.4.1.

5.3.2 Algoritmo CI para estratégia descentralizada com recurso a CI

O algoritmo de Covariance Intersection é implementado segundo o descrito no capitulo 3 deste
documento. Deste modo, sao fornecidas estimativas das distancias entre cada veiculo constituinte da

formagéo do veiculos, calculadas através de (5.10).

o)
([ H2)

* X, ey ,i=1;2, séo as posigbes de cada um dos veiculos;

(5.10)

onde:

* X, e y.s&o as posigbes da trajectoria central da formag&o de veiculos.

Como matrizes de covariancias de entrada do algoritmo Cl sdo dadas as entradas das matrizes
de covariancia, multiplicadas por quatro, resultantes do filiro de Kalman, correspondentes a posicao x

e y de cada um dos veiculos.

E{d.d} =4.E{{x’}.[xi yi]}:4P, (5.11)

Vi

onde P é a matriz de covaridncia que contém as entradas da matriz de covariancia resultante do filtro

de Kalman, correspondentes a posi¢ao do veiculo.
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5.4 Comparacgao das diferentes estratégias e conclusdes

Para comparacao das diversas estratégias sdo efectuadas simulagées computacionais utilizando
o software MatLab/Simulink. As simulagbes sao feitas segundo as mesmas condi¢des, para cada

uma das estratégias.

Considera-se que a formagao de veiculos é constituida por dois veiculos. Estes descrevem uma
trajectéria circular com velocidade linear de 3 m/s no referencial do veiculo, e com uma velocidade
angular de 0.01 rad/s. A posigéao inicial dos veiculos € x = 0 metros e x = 51 metros. Ambos os veiculos
iniciam o seu movimento em y = 0 metros.

A trajectoria dos veiculos é simulada durante 1000 segundos, com um intervalo de amostragem
h = 0.1 segundos.

Considera-se ainda que os satélites ndo alteram a sua posicdo durante o tempo de

simulagéo.

A covariancia do ruido de estado é dada por (5.12) para a estratégia descentralizada e
descentralizada com recurso ao algoritmo Covariance Intersection, e por (5.13) para a estratégia

centralizada.

10° 0
Q:E{fkng}=|: 0 10_9] (5.12)
onde &, é dado por (3.19);
n_ 1@ 0
Q. =E{&&"} = { 0 Q} : (5.13)

onde &, é dado por (5.6) e O é dado pela matriz (5.12).

As simulagbes sao feitas para diversos valores dos ruido das observagdes. O desvio padrdo do
ruido de modo comum varia entre 0 metros e 90 metros, enquanto que o desvio padrao do ruido de
modo diferencial das observagbes varia entre 1 metros e 40 metros. Tém-se, entdo, que as matrizes de
covariancia do ruido das observac¢des sao dadas por (5.14) para a estratégia descentralizada e para

a estratégia descentralizada com recurso a Cl/, e por (5.15) para a estratégia centralizada.
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2 2 2 2 2
O_dli + O_c O_c O-c O-c
2 2 2 2 2
(o} o, . +t0 (o} (o)
R _ c d2i c c c (5 14)
ki~ 2 2 2 n 2 2 , .

O-c Gc Gd3i Gc O-c

2 2 2 2 2

O-c Gc O-c O-d4i + Jc

onde:
2 . .n . ’ ' ga . L0 . ’ .
o,; € avariancia do ruido branco que afecta a distancia do satélite j ao veiculo i;

2 i a . , .~ PN . T
o, € a variancia do ruido branco que afecta a medig&o de todas as distancias entre satélites

e veiculos.

R, o’
Rkicent = ]; RC ’ (5 1 5)
k

c

onde R, é a matriz de covariancia definida na equag&o (5.14).

A titulo de exemplo apresentam-se nas Figuras 5.4 e 5.5 as trajectdrias reais e estimadas para a

estratégia centralizada e estratégia descentralizada, considerando o, =20 metros e o, =40
ij

metros.

Na Figura 5.6 apresenta-se a distancia real e estimada entre os veiculos constituintes da

formacgao para as estratégias estudadas, nas condi¢cdes enunciadas acima.
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Trajectoria dos veiculos Centralizado

_ - Trajectoria real do weiculo 1
Trajectoria estimada do weiculo 1
~ Trajectoria real do veiculo 2

-7 Trajectoria estimada do veiculo 2
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-200
1000

Figura 5.4 — Trajectorias reais e estimadas para estratégia centralizada para uma _formagdo de dois
veiculos, considerando o, =20 metros e o, =40 metros.
y

Trajectoria dos veiculos Descentralizado

- Trajectoria real do veiculo 1
Trajectoria estimada do veiculo 1
_ - Trajectoria real do veiculo 2
-7 Trajectoria estimada do veiculo 2
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Figura 5.5 — Trajectorias reais e estimadas para estratégia descentralizada para uma formag¢do de
dois veiculos, considerando o, =20 metros e o, =40 metros.
y
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Distancia entre veiculos Centralizado

Distancia real
Distancia estimada

/

/

-10

-20
1000

Distancia entre veiculos Descentralizado Distancia entre veiculos ClI

— Distancia real — Distancia real

— Distancia estimada — Distancia estimada

Figura 5.6 — Distdncia real e estimada para a estratégia centralizada, estratégia descentralizada e
estratégia descentralizada com recurso a CI, considerando o, =20 metros e o, =40 metros.
b

De modo a tirar conclusées, é feito, para cada par de variancias do ruido comum e diferencial, a
meédia do desvio quadratico médio entre a distancia estimada e a distancia real entre os dois veiculos
constituintes da formacgao, resultantes de dez simulagdes. O resultado deste processo encontra-se
representado na Figura 5.7, 5.8 e na Tabela 5.1.

44



Tabela 5.1 — Erro quadratico médio obtido em simulagéo da distancia estimada entre veiculos

para cada uma das estratégias analisadas. E também apresentado o erro quadratico médio obtido no

célculo da distancia entre veiculos quando é utilizado um receptor de GPS dispondo do algoritmo

Iterativo.
Desvio Estratégia
pa(rdl:?doocsios Centralizada Cl Descentralizada Receptor
Rc Ri Var x Vary Var x Vary Var x Vary Var x Vary

0 11 0.2413 0.7143 0.2422 0.7188 0.2413 0.7143] 92.4172] 49.0867
20 11 0.2413 0.7223 0.2683 0.7612 0.2683 0.7612] 92.4172] 49.0867
40 1] 0.2413 0.7223 0.2683 0.7612 0.2683 0.7612] 92.4172] 49.0867
60 1] 0.2414 0.7223 0.2683 0.7612 0.2683 0.7612] 92.4172] 49.0867
90 1| 0.2414 0.7223 0.2683 0.7612 0.2683 0.7612] 92.4172] 49.0867
0 5] 3.3948| 10.8344 3.3981] 10.8699 3.3948| 10.8344] 2.31E+03| 1.23E+03
20 5] 3.3940| 11.1776 3.7981] 11.9539 3.7996] 11.9588] 2.31E+03| 1.23E+03
40 5] 3.3941] 11.1800 3.8042] 11.9692 3.8058] 11.9741] 2.31E+03]| 1.23E+03
60 5] 3.3941| 11.1804 3.8054] 11.9721 3.8069] 11.9770] 2.31E+03| 1.23E+03
90 5] 3.3941| 11.1806 3.8059| 11.9734 3.8075] 11.9783] 2.31E+03| 1.23E+03
0 10] 10.3581| 34.4721] 10.3599] 34.5496] 10.3581|] 34.4721] 9.24E+03| 4.91E+03
20 10] 10.3596] 35.9847] 11.4916] 38.6103] 11.4987| 38.6336] 9.24E+03| 4.91E+03
40 10] 10.3599| 36.0273] 11.5588| 38.8412] 11.5659| 38.8646] 9.24E+03| 4.91E+03
60 10] 10.3600] 36.0354] 11.5722] 38.8868] 11.5793] 38.9103] 9.24E+03| 4.91E+03
90 10] 10.3600| 36.0390] 11.5783| 38.9074] 11.5854| 38.9308] 9.24E+03| 4.91E+03
0 20] 31.3105] 107.2276] 31.3114| 107.4086] 31.3105| 107.2276] 3.70E+04]| 1.96E+04
20 20] 31.3188] 112.7730] 34.1710] 120.0751] 34.1878| 120.1370] 3.70E+04]| 1.96E+04
40 20] 31.3209] 113.3912]) 34.8129| 122.8315] 34.8298| 122.8943] 3.70E+04] 1.96E+04
60 20] 31.3215] 113.5203]) 34.9651| 123.4782] 34.9821| 123.5413] 3.70E+04] 1.96E+04
90 20] 31.3219| 113.5789] 35.0374| 123.7826] 35.0543| 123.8458] 3.70E+04| 1.96E+04
0 30] 60.5286| 204.6061] 60.5382] 204.9198] 60.5286] 204.6061] 8.32E+04| 4.42E+04
20 30] 60.5656| 214.5605] 65.0396] 225.2959] 65.0595| 225.3737] 8.32E+04| 4.42E+04
40 30} 60.5783] 216.9501] 67.1206] 234.4461] 67.1411] 234.5261] 8.32E+04| 4.42E+04
60 30} 60.5820| 217.5220] 67.7376] 237.1239] 67.7582| 237.2046] 8.32E+04| 4.42E+04
90 30] 60.5840| 217.7917] 68.0510] 238.4737] 68.0718| 238.5548| 8.32E+04| 4.42E+04
0 40] 98.3388| 319.2206] 98.3670| 319.6727] 98.3388] 319.2206] 1.48E+05| 7.85E+04
20 40] 98.4598| 332.4481) 104.2612| 344.7814] 104.2799] 344.8680] 1.48E+05| 7.85E+04
40 40] 98.5202| 337.7373) 108.5874| 362.6677] 108.6067| 362.7575] 1.48E+05| 7.85E+04
60 40] 98.5388| 339.2149] 110.1945] 369.2109] 110.2141] 369.3020] 1.48E+05| 7.85E+04
90 40] 98.5490(| 339.9457] 111.0843| 372.7993] 111.1040| 372.8912] 1.48E+05| 7.85E+04
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Figura 5.8 — Representagdo grafica dos erros quadraticos médios da coordenada y, apresentados na
Tabela 5.1.

Analisando a Tabela 5.1 e as Figuras 5.7 e 5.8, pode-se concluir que a estratégia centralizada
tira partido da maior quantidade de informagéao utilizada e apresenta a melhor estimativa da distancia
entre os veiculos para as trés estratégias analisadas.

A estratégia descentralizada, ao utilizar menor informacédo sobre os veiculos, obtém uma pior
estimativa da distancia entre os veiculos constituintes da formacéo, ou seja, o erro quadratico médio
da distancia estimada é maior do que no caso da estratégia centralizada. Ao aplicar-se o algoritmo C/
a estimativa da estratégia descentralizada, verifica-se que praticamente ndo se consegue melhorar a

estimativa da distancia entre veiculos relativamente a estratégia descentralizada.

Comparando o erro quadratico médio, apresentado na Tabela 5.1, das estratégias utilizando

filtragem de Kalman (estratégia centralizada, descentralizada e descentralizada com recurso a Cl)
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com um receptor de GPS utilizando um algoritmo basico de posicionamento absoluto, mais
precisamente o algoritmo iterativo, verifica-se que quaisquer dos algoritmos recorrendo a filtragem de
Kalman obtém estimativas bastante melhores que o algoritmo iterativo. A pior estimativa do algoritmo
de GPS deve-se ao facto deste algoritmo utilizar apenas as pseudo-distdncias para estimar as
coordenadas dos veiculos. Uma vez que as pseudo-distancias sao pouco precisas, a estimativa da
distancia entre veiculos também o vai ser. Os algoritmos recorrendo a filiragem de Kalman possuem
a vantagem de utilizar informagao sobre a dindmica do veiculo e ruidos a que as medi¢des estao

afectas.
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6.Avaliacao de desempenho do algoritmo
estudado

Uma das dificuldades de avaliar os resultados obtidos na estimacéo da distancia entre veiculos
€ conhecer a solugao optima e saber o quéo longe nos encontramos dela. A ferramenta utilizada para
obtengao da melhor solugao possivel para um problema de estimagao néo linear e discreta no tempo
€ conhecida como Posterior Cramér-Rao ([Will06][Thom89][Jame79][Stev93]). Este algoritmo permite
conhecer o menor erro quadratico médio possivel que se pode obter para um problema de estimagao

nao linear. No entanto, ndo permite conhecer qual o algoritmo que permite obter essa solugao. Por

outras palavras, este algoritmo permite obter a matriz de covariancia P tal que respeite (6.1).

C-P>0, (6.1)
onde C é a matriz de covariancia obtida a partir de um determinado algoritmo de estimagdoe >0 é

interpretado como uma matriz semi definida positiva.

6.1 Posterior Cramér-Rao

Considere-se o problema de filtragem nao linear (6.2).

Xk+1:fk(xk=wk) 6.2)
Zk:hk(xk’vk) ’ -
onde:
* X, éovector (rx1)de estado do sistema no instante k;

= Z, éo vector das observagbes do sistema no instante k;

* W, e V, sdo ruido branco independentes que influenciam o estado e observagdes no

instante k, respectivamente;

= f, e h, sao fungbes nao lineares que relacionam o estado no instante k e k+1 e as

observagbes com o vector de estado no instante k, respectivamente.

Assume-se que a densidade de probabilidade do estado inicial, p(xo), € conhecida. O sistema

definido em (6.2), uma vez conhecida a probabilidade do estado inicial, define univocamente a fungao

50



densidade de probabilidade conjunta de sz(xo,...,xk) e Zkz(zo,...,zk) para qualquer

instante k:

P(XkaZk)=P(Xo)f[p(Z,-IX,-)f[p(X,-H X,), (6.3)

j=1 i=1

onde p(zj |Xj) e p(xHl |X,~) s&o definidos a partir de (6.2).

Seja J(Xk)a matriz de informagdo de X, de dimensdo (k.r x k.r) derivada da fungéo
densidade de probabilidade definida em (6.3). O problema que se tenciona resolver é calcular a sub

matriz de informagéo de X, , denotada de J, . Esta matriz € dada pela inversa da sub matriz inferior

-1
direita de [J(Xk )] de dimensao (r x r). A matriz Jk_1 sera o menor erro quadratico da estimativa
de x, .
E possivel obter uma solugdo recursiva para obtengdo da matriz J, (Apéndice F), sem

necessidade de inverter matrizes de grandes dimensées, o que tém um elevado custo computacional.

Deste modo, J, segue a equagéo recursiva (6.4).

J. = Dzz _ Dil (Jk + DLI )‘1 Diz, (6.4)
onde:
DLI = E{_Aii log p(le | X, )} (rxr) (6.5)
Diz = E{_Aifl log P(X/m | X, )} (rxr) (6.6)
D! = E{-AY log p(x,,|x,)}=[D] (rxn) ©.7)
DF = E{-Alog p(x,. x|+ E{-AY log ple 1)) €x0 @9
r
Al =V V] sendo VA = {i i} (6.9)
Oa, oa,
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6.1.1 Matriz de covariancia de ruido de estado singular

Quando a matriz de covariancia do ruido de estado é singular, a funcdo densidade de

probabilidade condicional P(Xk+1 |Xk) ndo se encontra definida. De modo a lidar com estes casos

considera-se que o vector de estado X, € escrito como em (6.10).

X = , (6.10)
()

onde X, de dimensdo 7,,comj=1;2e n,+1, =r.

O filtro passa entao a ser definido pelas equacdes (6.11), (6.12), (6.13).

X = £ (W), (6.11)
x =g (xoxlh). (6.12)
z, =h (x,,v,), (6.13)

onde f,, g, e h, sao fungbes no lineares, e a fungao f, inclui as variaveis de estado que estdo

sujeitas a incerteza.

A principal ideia para resolucéo deste problema ¢é adicionar a (6.12) ruido, obtendo-se (6.14).

Xgi)l =& (Xk’ XE{?I ) + Wf) ) (6.14)

2) . . FT . A
onde WS{ )& ruido branco com média nula e matriz de covariancia &I , sendo que £ > 0.

Seja p, () e E_ a fungéo densidade probabilidade e o valor esperado do sistema perturbado

constituido por (6.11), (6.13) e (6.14). Define-se p, (Xk+1 |Xk) pela fungéo (6.15).

1 2 1
P, (Xk+1 |Xk):p(x§€21 |Xk)pg (x(kjl |xk,x£21), (6.15)
onde p(x% |xk) é a fungido densidade de probabilidade determinada a partir de (6.11) e

2

2
x\?) , sendo ¢, uma constante.

k1~ 8k (Xkaxgzl)

1
_1og(pg (Xgi)l | Xkaxg(lJZl )) =G +Z
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Para o novo sistema perturbado, é possivel aplicar (6.4) considerando (6.16).

&

1
D, =D;, +—K{,, i,j=12, (6.16)
oK

onde ]_)Z,k € dado pelo valor esperado da derivada de segunda ordem de —log(p(xscll1 | X, )) tal

como definido em (6.5),(6.6),(6.7) e (6.8). Em (6.8) é ainda necessario considerar o valor esperado da
segunda derivada de —log(p(zk+l | X, )) As matrizes Kf{k sdo calculadas pelas expressdes

(6.17), (6.18) e (6.19).

K =E, {[Vn gT][kagT]T} , (6.17)
K = {E {[kagT][V%gTT} E, {kagT}} : (6.18)
E, {[me g' } [me g' T } —E, {me gT>

T
~E, {me gT} I

k+1

(6.19)

E possivel mostrar, segundo [Will06], que as equacdes que resultam para o presente caso
singular se simplificam resumindo-se a (6.20).

-1

T T
J = (a;kH ] R;-l My + Q, -l-%J,;1 (a&} , (6.20)
Xy 0X,, 0X,, 0X,,

onde:

ch

(a—k” € a linearizagdo, segundo a trajectoria nominal, da matriz que relaciona o vector de
X
k

estado com as observagdes no instante ty.,, definida em (5.8);
= Rk+l € a matriz de covariancia do ruido das observacgodes do filtro de Kalman no instante t.4,
definida em (5.9);

* Q, é matriz de covariancia do ruido de estado no instante t, ,definida em (5.7);

0
" € a linearizagédo, segundo a trajectéria nominal, da matriz de transicdo do estado no

0X,

instante t, definida em (5.5).
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6.2 Resultados e Conclusoes

Implementou-se o algoritmo acima descrito de forma a obter o limite inferior que é possivel obter
para o erro quadratico médio das variaveis estimadas no capitulo 5.

As simulagdes realizadas foram efectuadas para as mesmas condigbes descritas no capitulo
5.4, de forma a se poder comparar os resultados. O desvio quadratico médio resultante da simulagéo
€ apresentado na Tabela 6.1, conjuntamente com o desvio quadratico médio obtido para a estratégia

centralizada, apresentado na Tabela 5.1.

Tabela 6.1 — Erro Quadratico médio obtido em simulagao da distancia estimada entre veiculos

para a estratégia centralizada e erro quadratico minimo que é possivel obter.

Desvio padrao dos . Cramer rao Lower
] Centralizada
ruidos Bound
Rc Ri Var x Vary Var x Vary
0 1 0.2413 0.7143 0.2407 0.7126
20 1 0.2413 0.7223 0.2407 0.7126
40 1 0.2413 0.7223 0.2407 0.7126
60 1 0.2414 0.7223 0.2407 0.7126
90 1 0.2414 0.7223 0.2407 0.7126
0 5 3.3948| 10.8344 3.2122| 10.8234
20 5 3.3940 11.1776 3.2122] 10.8234
40 5 3.3941] 11.1800 3.2122] 10.8234
60 5 3.3941 11.1804 3.2122] 10.8234
90 5 3.3941 11.1806 3.2122| 10.8234
0 10] 10.3581] 34.4721] 10.2420] 34.4593
20 10] 10.3596| 35.9847] 10.2420| 34.4593
40 10] 10.3599] 36.0273] 10.2420] 34.4593
60 10] 10.3600] 36.0354] 10.2420] 34.4593
90 10] 10.3600] 36.0390] 10.2420| 34.4593
0 20] 31.3105] 107.2276] 31.2196] 107.1148
20 20] 31.3188| 112.7730] 31.2196| 107.1148
40 20] 31.3209| 113.3912] 31.2196| 107.1148
60 20] 31.3215] 113.5203] 31.2196| 107.1148
90 20] 31.3219| 113.5789] 31.2196| 107.1148
0 30] 60.5286| 204.6061] 60.5053] 204.0347
20 30] 60.5656] 214.5605] 60.5053] 204.0347
40 30] 60.5783] 216.9501] 60.5053] 204.0347
60 30] 60.5820| 217.5220] 60.5053| 204.0347
90 30] 60.5840| 217.7917] 60.5053| 204.0347
0 40] 98.3388| 319.2206] 97.6040] 318.7931
20 40] 98.4598| 332.4481] 97.6040] 318.7931
40 40] 98.5202] 337.7373] 97.6040] 318.7931
60 40] 98.5388| 339.2149] 97.6040] 318.7931
90 40] 98.5490| 339.9457] 97.6040| 318.7931
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Analisando a Tabela 6.1 pode-se constatar que o erro quadratico médio obtido pelo método de
Cramér-Rao ¢ inferior ao obtido pelo método centralizado apresentado anteriormente, tal como seria
de esperar.
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DO Estratégia
2.5000 1 Centralizada
(Ri=1 m)

@ Cramér-

20000 f—— ] Rao(Ri=1 m)

DOEstratégia
1.5000 —
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(Ri=5 m)

1.0000 || |OCramér-
Rao(Ri=5 m)

0.5000 —

Erro quadratico médo para a coordenada x [n’1]

0.0000 +

0 20 40 60 90
Desvio padrao do ruido correlacionado (Rc)

Figura 6.1 — Comparagdo entre o erro quadratico obtido para a estratégia centralizada e o algoritmo
de Posterior Cramér-Rao, para a coordenada x. Os resultados apresentados sdo para 1 m e 5 m de
desvio padrdo do ruido descorrelacionado (Ri).
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Figura 6.2 — Comparagdo entre o erro quadratico obtido para a estratégia centralizada e o algoritmo
de Posterior Cramér-Rao, para a coordenada y. Os resultados apresentados sdo para 1 m e 5 m de
desvio padrdo do ruido descorrelacionado (Ri).
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O erro quadratico médio obtido pela estratégia centralizada ndo se afasta muito da solugao
Optima. No entanto, a medida que o erro de modo comum aumenta, o erro quadratico médio obtido
pela estratégia centralizada tende ligeiramente a afastar-se da solugao éptima dada pelo método de
Cramér-Rao. Verifica-se, também que, o desvio quadratico médio obtido pelo Cramér-Rao nao é
influenciado pelo erro de modo comum que afectam as medi¢des das pseudo-distancias. Este facto

indica que, no caso 6ptimo, se consegue eliminar todo o erro de modo comum presente nas

medigdes.
Da analise da Tabela 6.1 e das Figuras 6.1 e 6.2, pode-se concluir que o desvio quadratico

meédio da estimacdo da distancia entre veiculos é altamente influenciado pela varidncia do ruido
diferencial que afecta as pseudo-distancias. No entanto, a medida que a variancia do ruido de modo

comum aumenta, o desvio quadratico médio de estimagao praticamente nao ¢é influenciado.

Na Figura 6.3 apresenta-se a evolugao do erro quadratico durante 2000 segundos obtido através
do algoritmo Posterior Cramér-Rao. Os resultados apresentados resultam da simulagdo para

0,=20 metros e 0, =40 metros. Cada um dos veiculos constituintes da formagé&o apresentam

velocidade linear de 3 m/s e velocidade angular de 0.01 rad/s.
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Figura 6.3 — Representagdo grafica da evolugdo do erro quadrdtico da distancia em x entre os
veiculos (a vermelho) e em y (a verde), obtido através do posterior Cramér-Rao.

A evolugdo do erro quadratico, tanto na distdncia em x como em y, apresenta um caracter

periddico com a frequéncia correspondente ao veiculo dar uma volta completa e retornar a sua

posicao inicial. Este resultado seria de esperar uma vez que, ao se assumir que os satélites nao
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alteram a sua posig¢ao durante o intervalo de simulagao, os veiculos ao retomarem a posigéao inicial
vao estar sob as mesmas condi¢des e desta forma a melhor estimativa que se consegue obter vai ser
a mesma do periodo anterior.

Durante o primeiro periodo a evolugado do erro quadratico apresenta um transitorio que é tanto

maior quanto maior for a incerteza do estado inicial (p(xo)) da formagéo de veiculos.
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7.Conclusoes e trabalho futuro

No presente trabalho apresentou-se o estudo da determinagdo da distancia entre veiculos
actuando em formagéo, usando como principal ferramenta de trabalho o algoritmo de filtragem de
Kalman.

Assume-se que cada veiculo constituinte da formagao tém disponivel um sistema de GPS que

Ihe fornece as pseudo-distancias respectivas.

Na parte inicial do trabalho apresentou-se um estudo sobre o sistema de GPS. Foi estudado o
seu funcionamento genérico, assim como foram identificados os erros a que as medi¢des realizadas

pelos satélites estdo afectas. Foi criado um modelo para os erros apresentados.

Desenvolveram-se, estudaram-se e implementaram-se trés diferentes estratégias para
determinagao da distancia entre veiculos. Cada uma das estratégias apresentadas utiliza filtragem de
Kalman para sistemas nao lineares.

Foi apresentada uma estratégia denominada Centralizada que considera no modelo utilizado
todos os veiculos. Verificou-se que esta estratégia apresenta matrizes de dimenséao elevada, o que
apresenta um custo computacional elevado. Partiu-se, entdo, para uma estratégia que considera um
modelo independente para cada veiculo. Esta estratégia foi denominada de Descentralizada, uma vez
que, no modelo utilizado, ndo considera todos os erros presentes nas medi¢des utilizadas. Verificou-
se que a estratégia Descentralizada apresentou resultados piores que a estratégia centralizada.

Com vista a melhorar os resultados da estratégia Descentralizada recorreu-se ao algoritmo
Covariance Intersection, uma vez que se pretende melhorar a estimativa realizada e se desconhece a
varidncia cruzada do erro entre os resultados obtidos pela estratégia Descentralizada. Esta
estratégia foi denominada de Descentralizada com recurso a CI. Verificou-se, apds implementagao
deste algoritmo, que os resultados ndo sofreram melhorias significativas em relagdo a estratégia

Descentralizada.

Na ultima parte deste trabalho analisou-se 0 desempenho do algoritmo desenvolvido para a
estratégia Centralizada. Para esta analise recorreu-se ao algoritmo Posterior Camér-Rao que permite
conhecer a variancia erro de estimagdo minimo que é possivel obter para um algoritmo de estimacgao
nao linear. Verificou-se que a estratégia Centralizada estudada apresenta resultado préximos da
solugdo optima. No entanto, a medida que a componente de erro de modo comum aumenta, o

resultado da estratégia Centralizada tende a afastar-se da solucao 6ptima.
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7.1 Trabalho futuro

Numa perspectiva de continuar o trabalho até aqui desenvolvido, seria interessante estudar
estratégias em que apenas alguns dos veiculos possuam sistema de GPS, sendo que os restantes
veiculos possuiriam apenas sensores de posicao relativa para um ou mais veiculos contiguos da
formacgao. Poder-se-a estudar a melhor forma de optimizar a troca de dados entre os veiculos.

Com esta abordagem é possivel determinar quer a posi¢ao relativa entre veiculos, quer a sua

posicao absoluta.
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Apéndice A — Propriedades da variancia

A variancia, também denominada de segundo momento central ou erro quadratico médio

([Papo84]), de uma variavel aleatéria é definida por (A.1).

2

Var(X):E{(X_ﬂ)Z}:iz::p(x)[(x_ﬂ)] , (A1)
onde:

" p(x) ¢é a fungéo densidade de probabilidade da variavel aleatoria X ;

» u éovalor esperado da variavel aleatéria X : u=FE {X} :

Identificam-se as seguintes propriedades da variancia:

Var (X)=E{(X - )’ | = E{X* ~2Xp+ w2} = E{X*} - E{x}’, (A2)
Var(aX +b)=a’Var(X), (A.3)

Var(aX +bY)=a*Var(X )+b*Var(Y )+2abCov(X,Y), (A4)
Var(aX —bY)=a’*Var(X)+b’Var(Y)—-2abCov(X,Y), (A5)

onde:
» X e Y s3o variaveis aleatorias;

* g e b sdo constantes reais;
. Cov(X,Y) representa a covariancia entre as variaveis aleatérias X e Y, e é definida por

(A.6).

Cov(X,Y)zE{(X—,ux)(Y—yy)} (A.6)
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Apéndice B - Filtro de Kalman Discreto
B.1 Filtro de Kalman Discreto

O filtro de Kalman consiste num método recursivo para projectar um observador com o intuito de
minimizar o erro quadratico médio de estimagao [BrHw97].
Considere-se sistema (B.1) em tempo discreto constituido por uma modelagdo do sistema a

estimar e a relagédo entre a observagao e o vector de estado no instante t.

{Xkﬂ =0 X, W (B.1)

z, =H, x, +v,

onde:

* X, €ovector(nx1)das variaveis de estado no instante t,

* @, € a matriz de transi¢do (n x n) que relaciona o vector de estado no instante t, com o
vector de estado no instante ty.4

= W, éo vector (n x 1) de ruido branco, com covariancia conhecida, que afecta o vector de
estado no instante t,

* z, €ovector (mx 1) de observagdes no instante
= H, éamatriz (m x n) que relaciona as observagdes com o vector de estado no instante t,
* Vv, éo vector (mx 1) de ruido branco, com covariancia conhecida e descorrelacionada de

W, , que afecta as observagdes no instante t,

As matrizes de covariancia de w, e v, de s&o dadas por (B.2) e (B.3), respectivamente.

E[Ww?}{ﬁ“’ - ®2)
E[Vkvf}{oR,"’ - ®:3)
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E[wkviT] =0 Vk,i

(B.4)

Assume-se que se tem uma estimativa inicial do processo, no instante t, ,com base em

informacgao anterior ao instante t,. Esta estimativa denota-se como f(;( e é dada pela relagéo (A.5).

X =01 Xk

(B.5)

Com base em X; e com a observagéo z, utiliza-se uma relag&o linear para obter uma melhor

estimativa do vector de estado:

onde K, é o vector de ganhos a calcular.

O erro de estimagao é dado por (B.7):
€, =X, — X,

e a covariancia do erro de estimagéo é dada por (B.8).

P, :E[eke;]:E[(xk ~%,)(x, _gk)f]

om0 K s v

-
|:(Xk - Xy ) - Kk (Hkxk + Vi - Hkxk ):| }
Rescrevendo (B.9), obtém-se uma expressao geral valida para quaisquer ganhos

P, =(I-K H,)P; (I-K,H, ) +K,R,K,",

(B.6)

(B.10)
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onde P, ¢ a covariancia do erro de estimag&o a priori definida por (B.11):

Pl;:E[e;(e;(T]:E[(xk—f(;()(xk—i;{)T] (B.11)

Os ganhos 6ptimos K, que minimizam o erro de estimagao, sdo dados pelo vector que minimiza

a soma dos elementos da diagonal (trago) de Pg. Deste modo tém-se que

d (traceP,)

7K. = 2(HP; )T +2K, (H,PH] +R, ). (B.12)

Igualando a equagéo (B.12) a zero e calculando em ordem K obtém-se o vector de ganhos

optimos, também denominado por Kalman Gain:
-1
K, =P H] (H,P;H{ +R, ) . (B.13)

Substituindo (B.13) em (B.11) obtém-se a expressao (B.14) da matriz de covariancia valida

apenas para ganhos optimos:

P =(I-K.H,)P;. (B.14)

A matriz de covariancia do erro de estimagao calculada a priori € definida por (B.15):

P = EI:e;(+1e;(+1T:| = E[((Pk (Xk _ﬁ;()_'-wk )((Pk (Xk _’A(;()"'wk )Ti| =

Z(PkPk(Pi +Q,

(B.15)

As equagdes (B.6), (B.5), (B.13), (B.14) e (B.15) permitem implementar o filtro de Kalman
recursivo ndo estacionario.
Para um sistema invariante no tempo é possivel obter uma solugéo estacionaria para os ganhos
de Kalman. Deste modo considerando que a matriz de covaridncia do erro de estimagao é
independente do instante de tempo considerado:
p-

k+1

~P. =P. (B.16)
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Partindo da matriz de covariancia do erro de estimagao calculada a priori (B.15) e das equagdes
(B.13), (B.14) e (B.15), obtém-se a equacéao de Riccati discreta (B.17):

Pk+1

_ - T S T -1 -7
=9, Po; ¢, PH (H,PH +R,) H, P, +Q,. (B.17)

Considerando (B.16) obtém-se a equacgao estacionaria de Riccati cuja solugdo sdo os ganhos de

Kalman estacionarios:

P =¢P¢ —gP'H' (HP'H' +R) HP¢' +Q. (B.18)

B.2 Filtro de Kalman Estendido

Quando o sistema apresenta uma dindmica ndo linear e/ou uma relagdo nao linear com as
observagbes torna-se necessario linearizar o sistema para se utilizar as técnicas usuais para

sistemas lineares [BrHw97]. Considere-se entao sistema nao linear (B.19):

{Xkﬂ = Q(X,,u,, k) +w, (B.19)

z, =h(x,k)+v,

onde:

* X, €ovector(nx1)das variaveis de estado no instante t,

= (p(xk,uk,k) € a matriz de transi¢cao (n x n) ndo linear que relaciona o vector de estado no

instante tk com o vector de estado no instante tk+1
= W, éo vector (n x 1) de ruido branco, com covariancia conhecida, que afecta o vector de

estado no instante t,
* Zz, €ovector (mx 1) de observagbes no instante
" h(xk,k) € a matriz (m x n) n&o linear que relaciona as observa¢des com o vector de estado

no instante t;

= Vv, éo vector (mx 1) de ruido branco, com covariancia conhecida e descorrelacionada de

W, , que afecta as observagdes no instante t,
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As matrizes de covariancia de w, e v, s&o as representadas por (B.2) e (B.3).

O filtro de Kalman estendido opera sobre uma trajectéria estimada pelo filtro. Deste modo define-

se o erro de trajectoria como a diferencga entre a trajectoria real e a estimada pelo filtro:
AX, =X, —X,. (B.20)
Substituindo (B.20) em (B.19) obtém-se (B.21):

X FAX, :(p(xi +Axk,uk,k)—i-wk
. (B.21)
z, :h(xk +AXk,k)+Vk

Assumindo que o erro AX, € pequeno, pode-se aproximar as fungdes @ e h pelos termos de

primeira ordem das respectivas séries de Taylor:

Xy HAX,,, ~ (p(x’;,uk,k)v{a—(p} AX, +Ww,

Xk

(B.22)
. ch
z, ~h(x .k +[—} AX+v,
( ) 0X, -
Verificando-se a relagéo (B.23):
Xt =0 (XU k). (B.23)
obtém-se:
AXy,y = O AX, + W,

(B.24)

Z, —h(x;,k):HkAx+vk’

onde @, e H, representam os jacobianos de (p(xk,uk,k) e h(xk,k), (B.25) e (B.26)

respectivamente:

0, = [—aq)(x"’uk’k)} (B.25)

0X,,
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H, = M . (B.26)
0x,, o

Se as entradas dos jacobianos forem obtidas através da trajectéria estimada pelo filtro nomea-se
de Kalman Estendido. Se o jacobiano for avaliado ao longo de uma trajectéria pré-definida, chama-se

ao filtro Kalman Linearizado.

As equagbes que implementam o filtro de Kalman Estendido podem ser obtidas a partir do filtro
de Kalman convencional, utilizando o modelo linearizado do sistema. Deste modo, a estimativa do

erro de posigao é actualizada através de (B.27):

A&k = Aﬁ;( + I<k (Zincremental - HkAﬁ;( ) . (B27)

onde Af(;( (estimativa a priori) € Zincremental 80 dados por (B.28) e (B.29), respectivamente
Af(;( = (pk_lAﬁk_l, (B.28)

z, —h(x;.k). (B.29)

z incremental —

As expressbes para os ganhos, pseudo-covariancia do erro e propagacéo da covariancia do erro

de estimagdo a priori sdo analogos a (B.13), (B.14), (B.15), respectivamente, considerando as
matrizes linearizadas @, e H, .

O filtro de Kalman pode ser modificado de forma a trabalhar nas variaveis totais, em vez de
trabalhar no espago de erros de trajectdria. Deste modo, partindo de (B.27) e expandindo zicremental

obtém-se

AX, =Ax, +K, (Zincremental ~H,Ax, )
A%, =AX; +K, (zk —(h(x;,k) +H, Ax, ))

A%, =A%, +K, (7, -7 ). (B.30)

Adicionando X; a ambos os lados da equagéo (B.30) obtém-se (B.31).

X, +AX, :xk+Ax;+Kk(zk—z;{),
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%, =%, +K, (z,-7,). (B.31)

A projeccdo do filtro e a estimativa das observagdes sao entdo dada por (B.32) e (B.33),

respectivamente.

X = 0(X, k) (B.32)
Zi =h(%5) (B.33)
Obtém-se assim um conjunto de equagbes que permite implementar o filiro de Kalman estendido

discreto, recursivo e nao estacionario que opera nas variaveis totais de estimagao, em vez das

variaveis de erro de estimacgao.
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Apéndice C — Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados [Atki89] para sistemas lineares € uma técnica que permite
determinar um sistema de equagdes lineares que melhor se ajusta a um conjunto de dados
fornecidos. Neste tipo de problemas, normalmente existem mais equagbes (m equagdes) do que
incégnitas (n incognitas), ou seja, n>m.

Dado o sistema linear (C.1) pretende-se determinar X que melhor se ajusta & equagao, ou seja,

que minimiza o funcional dado por (C.2), que escrito em forma matricial se obtém (C.3).

Ax=b, (C.1)

S =Z(b,. —;(Ay.fcj)]z, (C.2)

|Ag-b|", (C.3)
onde,
= A éuma matriz (m x n) (com n>m) conhecida;

= b éum vector (nx7) conhecido;

= X éum vector (nx7) desconhecido e que se pretende determinar.

Partindo de (C.3) e através de manipulagéo algébrica obtém-se (C.4).
|A%-b| =(A%-b) (AX-b)=(A%) (A%)-b"A%—(A%) b+b"D. (C.4)
Derivando (C.4) em ordem a X, obtém-se 0 minimo de X para a funcional, dado por (C.5).
2ATAX-2A'b=0<= ATAX=A"Db. (C.5)

Resolvendo (C.5) em ordem a X, obtém-se a solugdo para o problema proposto.

(ATA)f1 A'b . (C.6)

X

-1
A matriz (ATA) A" é usualmente designada por pseudo inversa de A .
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Apéndice D - Representacao grafica de
covariancias

A representacao grafica de matrizes de covaridncias € uma ferramenta util que permite observar
graficamente a gama de variagdo de uma grandeza no plano xOy.

A representacéo grafica de matrizes de covariancias de dimenséao 2 x 2 traduz-se por elipses no
plano xOy. De modo a poder obter os pontos pertencentes a elipse € necessario proceder a

diagonalizagdo da matriz de covariancia.

D.1 Diagonalizagao de matrizes

Um escalar A é valor proprio de uma matriz A, se existir um vector x tal que Ax = Ax. A x da-
se 0 nome de vector proprio [LuMa01]. Os valores proprios de uma matriz sdo calculados recorrendo

a expressao (D.1).
det(A—21)=0, (D.1)

onde,
= A é uma matriz (n x n) da qual se pretende determinar os valores préprios;

= A é o valor proprio a calcular;

= I é a matriz identidade de dimens&o igual & matriz A

Uma matriz tem representagédo diagonal se existirem n valores proprios distintos. Deste modo,

para uma matriz de dimensao n com n valores proprios distintos tém-se que:

A=PAP, (D.2)
onde,
= A é amatriz diagonal, cujas entradas da diagonal principal sdo os valores préprios de A;
» P é a matriz cujas colunas séo definidas pelos vectores proprios, de norma unitaria,

associados aos vectores proprios calculados.

74



A matriz diagonal pode ser obtida através da fungdo eig do MatLab. Esta fungéo recebe como

argumentos a matriz a diagonalizar (A), retornando a matriz diagonal (A ) e a matriz diagonalizante
(P). A funcéo traduz-se entao pela equacgéo (D.3).
[P.A]=cig(A). (D.3)

D.2 Calculo dos pontos da elipse de covariancia

Para n igual a 2, as entradas da diagonal principal da matriz diagonal A definem o quadrado do
raio maior e menor da elipse. Pode-se assim proceder a construcdo da elipse recorrendo a sua

expressao, representada por (D.4).

(D.4)

Obtidos os pontos da elipse procede-se a transformagéo de coordenadas para sistema original

0}

= P é a matriz transformacgao, de dimensado 2 x 2, cujas colunas sao definidas pelos vectores

através da expresséo (D.5).

onde,

proprios, de norma unitaria, associados aos valores préprios calculados;

X
. } define o par de pontos que pertencem a elipse de raios A(l,l) e A(2,2) ;
y

!
X
. y'} representa o par de pontos que pertencem a elipse apos transformagio de referencial.
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D.3 Cédigo MatLab para representacao grafica da elipse de

covariancia

De seguida apresenta-se uma possivel solugdo para a representagdo grafica da matriz de
covariancias de dimenséo 2 x 2.

function [[xxt(l,:) xxt2(1,:)], [xxt(2,:) xxt2(2,:)]] = rep_cov(Pa)
[Va,Dal=eig(Pa);

%Calculo dos pontos pertencentes a elipse que representa a matriz de covariancia %diagonal
contador=1;

for a=-sqrt(Da(l,1)):0.001l:sgrt(Da(l,1))
xX (contador) =a;
y1l (contador)=sqgrt((Da(2,2))*(1-a”2/(ba(1,1))));
y3 (contador)=-sqrt ((Da(2,2))*(1-a”2/(ba(1,1))));
contador=contador+1;

end
f=1;

for a=contador-1:-1:1
y2 (f)=y3(a);
xx2 (f)=xx(a) ;
f=f+1;

end

%Transformacgao de coordenadas

for a=1l:1:1length (xx)
xxt (1:2,a)=Va*[xx(a) ; yl(a)l;
xxt2(l:2,a)=Va*[xx2(a) ; v2(a)l;

end

plot ([xxt(l,:) xxt2(1l,:)], [xxt(2,:) xxt2(2,:)])

76



Apéndice E Calculo da matriz de

covariancias das observacgoes

Seja 77, os ruidos que afectam as pseudo-distancias dos satélites para um determinado veiculo.

n=[ (0 470) (470) (1410) (n470)] (E.1)

onde,

* 77, €oruido de modo comum entre os satélites;

= 1, € o ruido de modo diferencial entre os satélites, sendo o nimero do satélite representado

porje [1; 4], e i representa o veiculo.

A matriz de covariancias € dada por (E.2).

R, = E{UﬁiT} =
CE{(n.+n,)(n.+n,)} E{(n.+n,) (0. 40,0} EX(n +n,) (0 +m,)0 E{(n.+n,,) (7. +1,,)}
_|VE O +nn)(noan, )y B+ nn)(n+nn)y EX(ro+mn)(noem )t EX(n +mu) (n+m,)) | _
EX(n, +n,) (. +n,,)  EX(n.+n,)(n 40,0 EX(n +n,) (0 +0,.)) EX(n +n,) (0 +7,,))
:E{(n(.+77d4,)(77(+m1,)} EX(n +n,)n 40,0} EX(n +n, ) +n,)y EX(n +n,,) (0 +7,,)}
E{na’{+E{n’}  E{n’ E{n?) E{n?’)
B A 10T B 0 B ' R
E{n?) E{nl}  Elnsp+EWR E{nl)
- E{ndy E{n’| E{nl}  E{n{+E{n’}
(o), +0l o) o, o,
| e o to f o,
- O'f O'cz O-d3z+ Ucz
i o’ o’ o’ ol t+O

(E.2)
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Na existéncia de um segundo veiculo o vector dos ruido é definido por (E.3).

n=[m ],

onde 77,, comie [1;2], ¢ dado por (E.1).

A matriz de covariancias para o caso da existéncia de dois veiculo é calculada da mesma forma

apresentada anteriormente, e é dada por (E.4).

R o’
westori [ 7]
onde R,;,comie [1;2], € dado por (E.2).

Generalizando para n veiculo a estrutura dos ruidos é dada por (E.5) e a matriz de covariancias

€ dada por (E.6).

T
n=[n n, - n], (E.5)
Ry, 03 O-cz
2 R 2 2
R =|% T T O (E.6)

qw
Q, .9,
qm
= 9

(3
Q

onde,

= 7,,comie [1;2;...;11] & dado por (E.1);

= R, comie[;2;..;n], édado por (E.2).
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Apéndice F — Método iterativo para calculo da
matriz de informacao

T
Decompondo X, em X, = [X,il kaJ , € definindo a matriz (k.r x k.r) de informagéao de X,

como (F.1).

A, Bk}é E{—Aﬁiﬁj logpk} E{—A)ﬁék,llogpk} 1)

J(Xk){Bﬁ Gl |E{-Aflog p| E{-A}log p,|

O valor minimo para a matriz de covariancia possivel para o instante tx € determinada pela sub

-1
matriz (r x r) direita inferior de [J(Xk )] , denominada de J;l . A matriz de informagéo para x, é

dada pela inversa da matriz referida anteriormente, ou seja, J, , e é determinada por (F.2).
J,=C,-B/A,B,. (F.2)

O célculo de J, envolve o célculo de inversas de matrizes de grandes dimensdes ([PeCA98]), o

que tem um elevado custo computacional.

Definindo a fungéo densidade de probabilidade conjuntade X, ,, e Z,,,, como (F.3).

Din ép(XkH’ZkJrl):p(Xk’Zk)'p(karl |Xk7Zk)'p(Zk+1 |xk+19Xk’Zk):

(F.3)
= PP (xk+l | X, )'p(Zk+l | xk+1)

Usando (F.3), (6.5), (6.6), (6.7), (6.8) e a notagéo de (F.1), a matriz de informacgéo de X, ,, pode

ser escrita como (F.4)

A, B, 0
J(X,,)=|B, C,+D, D/|. (F.4)
0 D' D7
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A partir de (F.4) é possivel obter a matriz de informacgéao através de (F.5).
A B 0
22 2 k k
Jia =D, _[0 Dk1:||:BT C D11:||:D12:|=
o L T, ko (F.5)
-1

=D} -D;'[C,+D}' -B{A/'B, | D}

Substituindo (F.2) em (F.5), obtém-se (F.6).

-1
J..=DP-D}'(J,+D)) D} (F.6)
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