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Resumo

Este relatorio aborda o estudo de varios modelos dinamicos utilizados no seguimento de
veiculos. Pretende-se, com este trabalho, desenvolver um sistema de navega¢ao/seguimento
de alvos para fornecer estimativas de posi¢do e atitude de um veiculo robotico submarino e
analisar o desempenho dos algoritmos de estimagao.

A solugao utilizada baseia-se na aquisi¢ao dos dados fornecidos pelo sensor (distancia e
direc¢do do alvo ao sensor) e através de um filtro de Kalman estendido estima-se a posi¢do do
veiculo. S3o implementadas duas solugdes com dois modelos distintos e analisados os
resultados comparativamente para varias perturbacdes da medidas, com o objectivo de
discutir qual o algoritmo que fornece a melhor estimativa.

Com o objectivo de determinar qudo longe se encontram os resultados obtidos, pelos
métodos propostos, da solugdo Optima ¢ feita uma andlise baseada no método de limite de
desempenho de Cramér-Rao (CRLB) e limite de desempenho de Cramér-Rao a posteriori
(PCRB), onde se determina o erro quadratico médio atingivel na estimacao das variaveis de
estado no caso 6ptimo.

Apresentam-se também resultados preliminares da estimacao multi-modelo baseada no
algoritmo Multiple-Model Adaptive Estimation (MMAE). Estuda-se o desempenho deste
algoritmo no seguimento de trajectorias com diferentes velocidades angulares, o
comportamento para velocidades angulares diferentes das quais o algoritmo MMAE
desenhado e o comportamento do algoritmo em regime dindmico, ou seja, quando o veiculo

altera a sua trajectoria durante o periodo de simulagao.

Palavras-chave: Seguimento de Alvos, Filtragem de Kalman, Limite de desempenho de

Cramér-Rao, Limite de desempenho de Cramér-Rao a posteriori, Estimagao Multi-modelo



Abstract

The focus of this report is the study of several dynamical state models for target
tracking. The main objective of this work is the development of a tracking system that is able
to estimate the position and the behavior of a submarine vehicle. This work also focuses the
estimation algorithm performance.

The vehicle’s position estimation is based on an extended Kalman filter with the help of
sensor measures (distance from the sensor to the vehicle and the bearing angle). Two different
models are implemented and their estimation square mean error are analyzed in order to
discuss which algorithm performs the best vehicle’s position estimation.

The algorithms’ performance are analyzed performing a Cramér Rao Lower Bound and
a Posterior Cramér-Rao Bound study, in order to evaluate the optimal estimation square mean
error.

Some preliminary studies about multi-model estimation based on Multiple-Model
Adaptive Estimation (MMAE) algorithm are also performed in this report. It is analyzed the
performance of this algorithm when tracking paths with different angular velocities. It is also
analyzed the algorithm’s behavior for an angular velocity different from those that the
MMAE algorithm was drawn. The dynamic behavior of the MMAE algorithm is also studied

when the vehicle changes its path during the simulation period.

Keywords: Target Tracking, Kalman Filtering, Cramér-Rao Lower Bound, Posterior Cramér-

Rao Bound, Multiple-Model Estimation
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Capitulo 1

Introducao

Actualmente os Veiculos Submarinos Autéonomos (AUV, Autonomous Underwater
Vehicles) e os Veiculos Operados Remotamente (ROV, Remotely Operated Vehicles)
desempenham um papel muito importante na sociedade. O seu papel estende-se desde meras
operagdes de rotina até as mais sofisticadas aplicagdes cientificas e industriais, sem deixar de
focar as aplicacdes em que a vida humana correria risco como € o caso de operagdes no
espaco ou no mar a grande profundidade. Prevé-se que cada vez mais no futuro este tipo de
veiculos tenha um papel mais relevante nas necessidades e curiosidade do Homem.

Surge assim a necessidade de evoluir e tornar cada vez mais robusto os sistemas de
controlo destes veiculos. Os sistemas de localizacdo e posicionamento aparecem como um
dos sistemas mais importantes nos Veiculos Submarinos Auténomos, sendo que a sua falha
pode levar ao fracasso da missdo, ou mesmo ter consequéncias mais graves. Este trabalho
propde-se entdo a estudar varios modelos de seguimento de veiculos e analisar o seu
desempenho comparativo. E analisado o desempenho do estimador proposto baseado em
filtragem de Kalman face ao estimador 6ptimo. E ainda abordada a estimag¢io multi-modelo
baseada no algoritmo Multiple-Model Adaptive Estimation (MMAE) com o objectivo de

analisar o seu desempenho e comportamento em situagdes de regime dindmico.

Este relatorio encontra-se estruturado da seguinte forma:

= No Capitulo 2 sdo apresentados os sensores e caracterizadas as medidas fornecidas
pelos mesmos;

= No Capitulo 3 s@o apresentados os modelos de seguimento utilizados ao longo de
todo o trabalho, é feita uma analise de observabilidade dos modelos e compara-se o

desempenho dos mesmos ap6s simulagio;
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No Capitulo 4 ¢ analisado o desempenho dos modelos face a situacdo de estimagado
optima.

No Capitulo 5 ¢ abordada a estimag@o multi-modelo com base no algoritmo
Multiple-Model Adaptive Estimation (MMAE) e analisado o seu desempenho para
varias trajectorias com diferentes velocidades angulares, ¢ analisado o
comportamento do algoritmo para velocidades angulares ndo consideradas e para
situacdes de regime dinamico em que a velocidade do veiculo se altera durante o
periodo de simulacdo

No Capitulo 6 sdo apresentadas as principais conclusdes retiradas durante o

presente trabalho e enumeram-se alguns pontos sobre trabalho futuro a efectuar.



Sensores

Capitulo 2

Sensores

Durante este trabalho considera-se que o sistema de estimacdo de posicdo utilizado tira
partido das medig¢des de um sensor. Este sensor fornece ao sistema a distancia e a direc¢ao ao
veiculo relativamente a uma posi¢do e direccdo de referéncia. Na figura 2.1 representa-se
esquematicamente as medi¢cdes do sensor, a distdncia e a direccdo dados por d e O,

respectivamente.

y
Veiculo
(X1, y1)
d
(S)
Sensor
(Xo; Yo) X

Figura 2.1 - Posicdo do sensor ¢ do veiculo e respectivas medi¢des fornecidas pelo sensor.

O principio de funcionamento do sensor consiste em enviar um impulso de energia
através de um sector circular centrado no mesmo. Quando o impulso de energia atinge o alvo,
parte desta energia ¢ reflectida e uma frac¢do da energia reflectida propaga-se de volta ao
sensor. Este recebe a energia reflectida e determina a distdncia e direc¢do a que o alvo se
encontra com base numa estratégia de processamento de sinal adequada. O sistema de
processamento pode funcionar de duas formas distintas. Na primeira, o sistema de aquisi¢do

determina, para cada direcgdo, o tempo que demora até receber o primeiro eco que ¢ passado



Sensores

ao sistema de processamento. Com base nesse tempo € calculada a distancia do alvo. A
segunda estratégia o sistema de aquisi¢do recebe todos os ecos dentro de um determinado
intervalo de tempo, e com base no sinal recebido fazer um mapa em que para cada valor de
direcgao se representa a poténcia do sinal recebido. O sensor € capaz de detectar a localizagao

do alvo para o volume de espaco no qual erradia energia.

2.1. Radar e sensor acustico

As caracteristicas do meio ambiente circundante do veiculo e do sensor terdo de ser
consideradas na escolha do sensor a utilizar. Assim podem-se considerar dois meios
envolventes, o ar e a 4gua. No caso em que o ambiente circundante € o ar, o sensor utilizado ¢
um RADAR (RAdio Detection And Ranging). O RADAR ¢ um método que utiliza ondas
electromagnéticas para detectar a posicdo e velocidade de um alvo e identificar as suas
caracteristicas. Isto ¢ conseguido, emitindo num volume de espago, energia electromagnética
e detectando a energia reflectida pelos objectos presentes nesse espago. O RADAR utiliza
normalmente energia na banda das micro-ondas ( de 0,5 GHz até 100 GHz). Este sensor ¢é
utilizado em diversas situagdes, descrevendo-se algumas a titulo de exemplo:

e Detecgdo de navios e da linha da costa de forma a evitar colisdes de embarcagdes;
e Navegagdo de avides e navios com mas condi¢cdes atmosféricas;

e Detecgdo, localizacdo e identificag@o de avides para controlo do trafego aéreo;

e Medicao de altitude para navegagdo de avides ou misseis;

e Mapeamento da terra ¢ mar a partir de avioes, navios ou satélites;

e Medicao da posicao e velocidade de objectos no espago.

Nas situa¢des em que o meio circundante é a 4gua, uma das solugdes a considerar serdo
0s sensores acusticos, uma vez que as ondas electromagnéticas sofrem forte atenuagdo no
meio aquatico. Outra solugdo a considerar poderiam ser sensores Opticos, mas em condi¢des
de fraca visibilidade a sua utilizagdo também seria limitada. Desde modo, os sensores
acusticos baseados numa topologia USBL (Ultra-Short Base Line) serao a solugdo mais
indicada. Um sensor acustico USBL ¢ um método de posicionamento submarino e consiste
num conjunto de receptores acusticos situados no veiculo submarino e um emissor situado

num veiculo a superficie do mar, p.e. Com base nas diferengas de tempo de recepgdo nos
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diferentes receptores e, eventualmente, nos tempos de propagacdo da onda entre o emissor ¢
os receptores, ¢ estimada a direccdo em que o emissor se encontra ou a posicdo exacta do

emissor relativamente ao veiculo em que se encontra instalado o sensor USBL.

2.2. Medidas fornecidas pelo sensor

Como referido anteriormente e representado na figura 2.1, o sensor fornece a distancia e
a direc¢ao que o alvo se encontra, representados por d € O respectivamente. No entanto, no
ambito na representacdo de alvos ndo se tem interesse em trabalhar em coordenadas polares,
mas antes em coordenadas cartesianas. Assim surge a necessidade de fazer uma

transformacao de coordenadas.

2.2.1. Transformacao de coordenadas

Uma vez que se pretende trabalhar em coordenadas cartesianas, ¢ necessario aplicar

uma transformacdo de coordenadas. A matriz de transformacdo, denominada por g(x, y),
converte coordenadas polares em coordenadas cartesianas. Assim, tem-se
d /X2 4 yz
=g(x,y)=| V7, : 2.1)
0 tan” (y/x)
cuja inversa, g~ (d ,9) , existe e € definida em todos os pontos excepto para distancia nula,

dada pela fungdo
| B d.cos(@)
M‘g (d’e){d.sin(e)] @2)

2.2.2. Caracterizacao estatistica das medidas dos sensores

As observacdes obtidas por qualquer sensor de posicdo apenas permitem determinar o
valor da posicdo do alvo com alguma incerteza adicionada. Assim, as amostras obtidas estdo
situadas em torno do valor real da grandeza, dentro de um intervalo de valores cuja dimensao

depende da incerteza associada ao sensor.
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A fungdo densidade de probabilidade da medi¢ao dada pelo sensor de um alvo situado a
uma distancia d; e numa direc¢do ©;, considerando que o sensor tem uma incerteza que se
pode aproximar por uma distribui¢do gaussiana com o valor médio no valor real da grandeza
medida e variancia dada por 6, € Gg, respectivamente para a distancia d ¢ para a direcgdo O,

respectivamente, assume a forma dada por (2.3).
1 1 T
pld,0]x,y =—exp{—— z—g(xy)) R (z-g(xy } (23)
(@283 e {3 (eel) R osla)

onde R ¢ a matriz de covaridncia do ruido de observagdo dada por diag(o,,c,)
z=[d, 0] .
A representacdo grafica da fung@o densidade probabilidade para um alvo que se situa a

uma distdncia de 7 m do sensor e a um angulo de n/4 e com uma incerteza de 2 m na

distancia e na direc¢do 0.5 rad apresenta-se na figura 2.2.

/2

38w

/4

Angulo [rad]

0 2 4 6 8 10
Distancia Im1

Probabilidade crescente

Figura 2.2 - Representacdo da fun¢do densidade probabilidade em coordenadas polares para
um alvo a um distancia de 7m do sensor e a uma angulo de 7t/4, com uma incerteza de 2 m
na distancia e 0.5 rad no angulo [6].

Aplicando a transformagdo de coordenadas descrita na secg¢do 2.2.1, a distribuigdo

obtida ndo se mantém gaussiana, como se pode verificar pela figura 2.3.
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x[m]

Probabilidade crescente

Figura 2.3 - Funcao densidade probabilidade em coordenadas cartesianas para a mesma

situagdo descrita na figura 2.2 [6].

2.2.3. Linearizacao da transformacao de coordenadas

E possivel linearizar a fun¢do g(x,y) em torno do ponto de funcionamento.

Calculando o Jacobiano de (2.1), resulta em

X y
2+ 2 2+ 2
J (x,y)= Vx yy \/XX Y, 2.4)

XZ + y2 X2 + y2
que se pode escrever em funcdo de d e ©, de onde resulta

cos(@) sin(@)
Iy (g_l (d, 6)) =| sin(0) cos(0) |- (2.5)
4 d

Através da linearizacdo apresentada em (2.4) ou (2.5) e considerando a aproximacao do
ruido de observagdo por uma distribuicdo gaussiana, obtém-se a funcdo densidade
probabilidade representada na figura 2.4. A distribui¢do apresentada na figura 2.4 apresenta

uma forma caracteristica duma distribui¢ao gaussiana.
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X [m]

Probabilidade crescente

Figura 2.4 - Funcao densidade probabilidade em coordenadas cartesianas, para a mesma

situacdo descrita na figura 2.2, da transformacao linearizada em torno do ponto de

funcionamento [6].

2.3. Conclusoes

Neste capitulo abordaram-se os varios tipos de sensores aplicaveis ao caso em estudo e
os seus principios de funcionamento. Nao se procedeu a um caracterizagdo exaustiva dos
mesmos. Mesmo assim, verificou-se que em situagdes em que o meio envolvente é o ar, o
sensor mais adequado ¢ o radar, enquanto que se o meio envolvente for a dgua, o sensor
aconselhado € um sensor acustico, neste caso baseado numa topologia USBL.

Procedeu-se a uma caracterizagdo das medidas fornecidas pelo sensor. Considerou-se
que o sensor utilizado fornecia a distancia e o dngulo do alvo (coordenadas polares), pelo que
se apresentou a respectiva transformacdo de coordenadas para transformar as medidas em
coordenadas cartesianas. Caracterizou-se, ainda, a perturbacdo que os sensores sofrem nas
medidas. Nesta situacdo aproximou-se o ruido que perturba as medi¢des dos sensores como
ruido gaussiano, o que, no entanto, nem sempre se verifica ser uma aproximagao razoavel. O
facto de se estar a considerar uma transformacdo nao linear torna a caracteriza¢do do ruido

uma tarefa dificil.
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Capitulo 3

Modelos de seguimento de alvos

Neste capitulo sdo apresentados varios modelos dinamicos distintos utilizados no
seguimento de veiculos. E analisada a atitude do veiculo e o desempenho da estimativa de
posi¢do fornecida por cada um dos modelos quando o alvo descreve uma trajectéria circular,
calculando o erro quadratico médio da posicdo estimada relativamente a posicdo real do
veiculo. Apresentam-se algumas vantagens e desvantagens na utilizagdo do modelos
estudados.

O uso do modelo mais adequado, neste tipo de aplicagdes, surge da necessidade de
estimar o estado do alvo com base nas observacdes da distancia e da direc¢do do alvo
corrompidas por ruido. Um bom modelo permite retirar das observacdes (por vezes limitadas)
a maior quantidade de informacao possivel.

Os modelos sdo testados nas mesmas condi¢des de ruido e para a mesma trajectoria de
modo a poder comparar o seu desempenho. A trajectoria de teste escolhida foi uma
circunferéncia, uma vez que as trajectorias tipicas dos veiculos podem ser aproximadas por
segmentos de recta e arcos de circunferéncia, sendo os segmentos de recta um caso particular
dos arcos de circunferéncia.

Os modelos foram implementados utilizando filtros de Kalman de modo a poder obter a

melhor estimativa possivel com base nas observagoes.

3.1. Modelo para movimento ao longo de circunferéncias

O modelo para seguimento de alvos descrito nesta sec¢do ¢ baseado no modelo
apresentado em [6] utilizado para situacdes em que o veiculo se desloca em arcos de
circunferéncia com velocidades angular e linear constantes. A dindmica que descreve a

trajectoria do veiculo ¢ descrita por [4]
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V=0
]

onde i € o angulo da velocidade do veiculo relativamente a uma direcgdo de referéncia, @ ¢

: (3.1)

a velocidade angular do wveiculo, p:[px pyT ¢ a posicio do veiculo em R?,

sin(\v) cos(\u)

R(v)- {cos(\p) —sin(y)

} ¢ a matriz de rotagdo e v ¢ a velocidade linear do veiculo.

Para o modelo descrito pela equagdo (3.1), € possivel determinar a sua evolucdo de

forma analitica uma vez que as velocidade angular e linear sdo constantes.
o(t) = o,

v(t) =V,.

Assim, ¢é possivel determinar a evolu¢do do angulo que descreve a evolugéo da direcgdo

do veiculo,
v(t)=y,+o,.(t—t,), 3.2)

e as velocidades do veiculo segundo a direc¢ao dos eixos de referéncia,

px =V, COS(\‘VO +(’)0'(t_t0))

(3.3)
P, =V, sin(\|/0 - mo.(t—to)).
E possivel reescrever (3.3), utilizando a matriz de rotagdo definida em cima,
sz((Do.(t—to))R(wo) ol (3.4)
A equagdo (3.4) resolve-se facilmente integrando o segundo membro,
‘ \Y
psz@%u—%»Rm%{JJm, (3.5)
)

que se simplifica para

10
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p:jR(mo.(t_to))dt .R(WO)POO} (3.6)

ty

Resolvendo o integral resulta na expressdo (3.7), que corresponde a uma circunferéncia

de raio v, /@, com centro em p, = [pxo pyO:I'

p:po+R(‘Vo)'[l_R((’)o-(t_to))]'[ ° } (3.7)

Vo /o,

O estado no instante t pode ser determinado a partir de

()] [w] | o, (t—ty)

P(t)| |Pu 1-R(w,.(t—t,)) [0

Py (1) [=| Py [+ R(va)- o, ‘|:V0:| : (3.8)
o(t) o, 0

_v(t)_ L Vo] | 0 |

O modelo ndo linear (3.8), resultante da manipulacdo algébrica de (3.1), torna as

variaveis de estado dependentes, de uma forma explicita, da velocidade angular, @, .

O modelo apresentado em (3.1) pode ser generalizado de forma a permitir variagdes nas
variaveis de estado que caracterizam a trajectoria, considerando que existe um conjunto de

aceleragOes de caracter estocastico a actuar no sistema. Definindo 77, a entrada aleatoria que
determina a variagdo da velocidade angular e 77, a entrada aleatoria que caracteriza a variagao

da velocidade linear, ¢ possivel reescrever (3.1)

pZR(W)'LV’] (3.9)

Concentrando a actuacdo das entradas aleatorias no instante t, assumindo que estas
apresentam um impulso de Dirac de valor aleatério no instante de tempo t, obtido

proporcionalmente a distribui¢do de 7, e 7,. Como as variaveis aleatdrias sdo integradas

11
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directamente em variaveis de estado, entdo a dimensdao do impulso deve ser proporcional a
\Jt—t, de forma a que a varidncia aumente linearmente com a dimensdo do intervalo de

tempo [6]. Esta aproximacao permite reescrever (3.8)

_\V(t)_ _‘Vo_ I wo(t_to) [0 0]

Pe(t)| | Pxo 1-R(0,.(t-t,)) [0 00

p, (t)|=|py0 |+ R(vo). o, 'LJ +4t=t,[0 0 {n‘“] (3.10)
o(t) | | T

V()] Lve] | 0 | 0 1)

3.1.1. Modelo de estado e filtragem de Kalman

Com base no modelo obtido na seccdo 3.1, pretende-se escrever (3.10) na forma

(Apéndice B)
X =0(x k) +w, . (3.11)

Definindo cinco variaveis de estado, uma para o angulo da velocidade do veiculo

relativamente a uma direccdo de referéncia, duas para a posi¢do do veiculo nas coordenadas

(x, y), uma para a velocidade angular e a ultima para a velocidade linear, o vector de

estados, x, ¢ dado por
T
x=[\y p, p, ® v] . (3.12)

A partir de (3.10) obtém-se a matriz de transicdo de estado do equivalente discreto no

instante t, .

L o, At
P I-R(m,At) { 0 }
R(y,)————,
o(x,.k)=|py, [+ (i) o, v ||, (3.13)
O, 0
L Ve ] | 0 |

onde At=t, , —t, € o tempo de amostragem do filtro.

A matriz w, de (3.11) ¢ dada por

12
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w, = /At H‘“} (3.14)

S = O O O
- o O O O

onde o elementos 77, € 7, representam ruido branco gaussiano e independente com a

variancia dada, respectivamente, por G, € G..

A matriz de covariancia do ruido de estado é dada por
ol 0
Q, =blkdiag OM,A{ O‘” } , (3.15)
onde blkdiag representa uma matriz diagonal por blocos.

3.1.2. Linearizaciao do modelo
Como se pode facilmente verificar, o modelo a que se chegou ¢ ndo linear. Contudo, ¢é
possivel obter uma aproximacao linear de ¢(xk,k) em torno do ponto de funcionamento

através da expansao em série de Taylor de primeira ordem. A lineariza¢do do modelo ¢ feita

em torno do valor de estado estimado pelo modelo.

09 (x,..k)
o =[3,] 9, ] 3,], (3.16)

onde as matrizes J,, J, e J, sdo dadas por (3.17).

1
01)(2
I-R(wAt) | —v
J, = R(W) (g ){0} s b= L, s
0 02x2

13
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At
1vAt °
I-R(wAt) 2 I-R(wAt) [0
R R(y). :
J, = (v) ® _l+vAtSin(coAt) (v) o 1 (3.17)
2 ® 0
1
L 0 -

3.1.3. Trajectorias circulares com velocidade angular conhecida

Em certas aplicagdes a trajectdria descrita pelo veiculo pode ser previamente conhecida,
como ¢ o caso de veiculos autdbnomos pré-programados para levarem a cabo missdes. Esta
situacdo pode conduzir a simplificagdes no modelo utilizado no seguimento de trajectorias.
Considerando que o veiculo descreve uma trajectéria com velocidade angular conhecida e
constante, tem-se, a partir de (3.10), um conjunto de equagdes que descrevem o movimento

circular do veiculo

_W(t)_ Y, mo(t_to) ] 0]
P.()] [ Pa I-R(o,.(t—t,)) [ 0 0
Py (1) |=| Py R(v) o, '[vo 1At | 0. (3.18)
oa(t) W, 0 0
_v(t)_ LVo ] | 0 | 1]

Verifica-se que o sistema de equagdes (3.18) se alterou ligeiramente, relativamente a
(3.10). Uma vez que a velocidade angular, ®, é conhecida, no modelo representado em (3.18)
ndo aparece o termo associado a variagdo aleatdria da velocidade angular. No entanto o termo
associado a variacdo da velocidade linear continua a aparecer uma vez que esta nao ¢
conhecida. Resulta deste facto que as variaveis de estado do sistema vao alterar-se
relativamente ao modelo completo descrito anteriormente. Como a velocidade angular ¢
conhecida, as varidveis de estado associadas ao sistema passam a ser apenas o angulo da

velocidade do veiculo relativamente a uma direccdo de referéncia, a posicdo do veiculo no

referencial (x, y) e a velocidade linear,

x=[\y p. Py v]T. (3.19)

14
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Reescrevendo novamente o sistema na forma definida em (3.11), as novas variaveis de

estado conduzem a matriz de transi¢do dada por

W, ®,At
P, I-R(w,At) | O
o(x, k)= " |+ R(\pk).#.{ } . (3.20)
pyk (’00 Vk
vV, 0

A matriz de transicdo definida em (3.20) distingue-se da matriz definida em (3.13), na

medida em que a velocidade angular ¢ conhecida.
A matriz w, define-se, a semelhancga de (3.14), como
0
0
w, =1, VAt ol (3.21)

1

Apesar das simplificacdes efectuadas no modelo do sistema, o modelo continua a ser
ndo linear, pelo que a estimativa do estado tera de ser feita recorrendo a um filtro de Kalman
estendido. Este facto obriga a linearizagdo do sistema em torno do ponto de funcionamento
utilizando os termos de primeira ordem da expansdo de Taylor. O Jacobiano da matriz de

transigdo resulta na matriz dada por (3.16), onde as matrizes J,, J, e J; sdo dadas por

0
[-R(wAt) [-v " 1-R(0At) [0
Ji=|R(v) IS R A Y ER N P { } L (3.22)
® 0 o) 1
lel 1x2 1

calculado em torno do valor das variaveis de estado estimadas pelo modelo.

A matriz de covariancia do ruido de estado resulta, entdo, em

Q, =blkdiag(0,,,,Atc; ). (3.23)

15
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3.1.4. Trajectorias em linha recta

Analisando os modelos descritos nas sec¢oes 3.1.1 e 3.1.3 verifica-se que existe uma

singularidade para trajectorias em linha recta, ou seja, para trajectorias com velocidade angular nula

(c0=0). Na segunda equacdo de (3.8), que se transcreve em seguida por simplificagdo,

verifica-se a existéncia da singularidade.

p=po+R(wo)-I_R(m°'(t_t°))-[O}, (3.24)

0, v,

onde p :[px pyT sdo as posigdes do veiculo no referencial definido e p, = [pxo Pyo T

sdo as condigdes inicias para as posi¢des no mesmo referencial.

Com o objectivo de ultrapassar esta limitagdo calcula-se o limite de (3.24) para

velocidades angulares que tendem para zero (Apéndice A)

p= Zimo{po +R(\|/0)_I_R(w°'(t_t0)) { 0 }} —p, +v0At.[COS “’0}. (3.25)

o, Vo sin

Resulta, entdo que, para velocidades angulares nulas (wz O), o modelo descrito por

(3.8) ¢ substituido por

_\V(t)_ v, | I (Do(t_to)

P (t) Pxo VOAt.{C?S \yo}

p, (1) [=] pyo |+ siny, ||, (3.26)
(D(t) @, 0

L V(t) 1 LYol | 0 |

que ¢ semelhante a0 modelo (3.1), do qual se partiu para deduzir os modelos das secg¢des
anteriores.

A matriz de transicao de estado do equivalente discreto ¢ dada por
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_Wk 0 0 |
0 p, O VAt.cos y,
o(x.k)=] 0 0 Py 0 VAtsiny, |, (3.27)
0 0 0 o 0
0 0 0 0 Ve |

que ¢ também ndo linear. Desta forma continua a ser necessario utilizar o filtro de Kalman

estendido para calculo da estimativa do estado. A expansdo em série de Taylor de (3.27)

resulta em
i 1 0 0O 0
-VAtsiny, 1 0 0 Atcoswy
%K) | hcosy. 0 1 0 Atsiny, (3.28)
Ix = COSY S Yy :
k 0 00 1 0
i 0 0 00 1 |

A matriz w, e a matriz de covariancia de ruido de estado Q,, mantém-se iguais a

(3.14) e a (3.15), respectivamente.

3.2. Constant Turn model with known turn rate

Nesta sec¢do apresenta-se um modelo alternativo para o seguimento de um veiculo que
descreva uma trajectdoria num plano horizontal com velocidade angular conhecida [8].

Reescrevendo (3.1), tem-se

: (3.29)

onde p,, p, sdo as posi¢des do veiculo, v ¢ a velocidade linear do veiculo, y ¢ o angulo da
velocidade do veiculo relativamente a uma direccdo de referéncia e a, € a, sdo a aceleragdo

tangencial e normal do veiculo no plano horizontal, respectivamente.

Podem-se considerar os seguintes casos particulares para o modelo descrito em (3.29):

17
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e Movimento rectilineo uniforme - a, =0, a, =0;
e Movimento rectilineo uniformemente acelerado - a, =0, a, =cte #0;

e Movimento circular uniforme - a, =cte#0, a, =0.
Uma vez que o veiculo descreve uma trajectoria circular uniforme, considera-se que a
aceleracdo tangencial ¢ nula (at =0) e que a aceleragdo normal ¢ constante ¢ diferente de

zero (a, =a,, =cte, a, #0). A primeira equagdo de (3.29) simplifica-se, entdo, para

V=0, (3.30)
onde @ ¢ a velocidade angular do veiculo.

Como @ € v sdo conhecidos, resulta no vector de estado

T
X= [px px py py:| (331)

De (3.29) resulta que o modelo de estado pode ser descrito por
x(t)

= YO Gw(o), (3.32)

y(t)

(x)x(t)

T
onde w(t)= [Wx WJ ¢ ruido branco gaussiano.
Reescrevendo (3.32) na forma
x=F(0)x(t)+Gw(t), (3.33)

resulta que as matrizes F(@) ¢ G sdo dadas por

18
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01 0 O
F( ) 0 0 0 -o (3.34)
®)= , .
0 0 0 1
0 o 0 O
00
G= Lo (3.35)
1o ol '
0 1
O equivalente discreto do modelo descrito ¢ dado por
Xiar = Xy + W (3.36)

A matriz de transi¢ao do equivalente, em tempo discreto, ¢ obtida através da exponencial da

matriz F [2]

| sin oAt 0 - 1—cos oAt

[0 [0
i |0 cosoAr 0 —sin oAt
o, =e " = . . 3.37)

0 1-cos oAt | sin At

) O]
10 sinowAt 0 cos At |

O vector de ruido w,, que representa um conjunto de aceleracdes de valor

desconhecido a actuar no sistema, ¢ dado, no seu equivalente discreto, por

[ sin wAt _l—cos wAt ]
0] @
cos wAt —sin wAt 1, 3.38
Wi 1-cos wAt sin wAt [Uy} ’ (3.38)
0] w
| sin oAt cos WAt |

O equivalente da matriz de covariancia do ruido de estado ¢ dada por [2]
Q@ =[" [ 0(tr DG () E[W(E)W (]G (0 (e )dcde,  (339)

que resulta em (apéndice D)
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Q. =[Q, @ Q ¢,

onde Qf( ,j=1, 2, 3, 4 é dado por

02 (~1/4.sin(20At) + 0AY2) o2 (sin(20At)/4+3/2.Ato— 2sin(0At))

(3.40)

3 +

(O]

+

oosin (Z(DAt)2 S,

(03

(cos ((DAt)2 /2 —cos (coAt))

20°

o (cos((oAt)z/2 -cos (ooAt)) Gf, (cos(coA‘[)2 /2 —cos(oaAt))

o’ (3.41)

(03

o (—1/4.5in(20At) + 0At/2)

0)3

o (sin(20At)/4+1/2.Ato - sin(At))

3 +

(Q)

2
()

Q. (2)

()

oo (1/4 sin(2mAt)+ coAt/Z) ) o, (—1/4.sin(20)At)+ oaAt/2)

o’ (—sin(2mAt)2/4-mAt/2 +sin(coAt)) o, (~1/4.5in(20At) + wAt/2)

()
(3.42)

2
()

. 1/2.sin (2coAt)2 ~ Gisin(2oaAt)2

- 2
()]

()

20

Q. (3)
Q: (3)

C03

o (sin(20At)/4+3/2.Ato - 2sin(wAt)) . o, (—1/4.sin(20)At)+ooAt/2)

ol (cos (coAt)2 /2 -cos (coAt))

" (3.43)
()

Gisin (0)At)2

2
()

2
()

1
+_
2

Q. (4)

Qi (4)

Q; (4) (3.44)
o} (sin(20At)’ [4+0/2)

()

2 (—V4sin(20At) + 0At/2
GX( /4 .sin(20At)+ ®At/ )+

()

onde Q} (n) ,jn=1, 2, 3, 4 representa a posi¢do n da matriz Q} .
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3.3. Analise de observabilidade

O desempenho de um filtro ndo-linear esta dependente de varios factores dos quais se
destacam o valor do estado do sistema, o ruido de estado e de observac¢ao. No entanto, so se
pode garantir o correcto funcionamento do filtro se o sistema for completamente observavel.
Caso contrario ndo € possivel garantir a existéncia e unicidade de estimativas correctas do
vector de estado.

O conceito de observabilidade esta directamente ligado a capacidade de se determinar o

valor do estado do sistema com base na solug@o da equagdo correspondente ao sistema.

O sistema linear discreto descrito por

Xy =¢(Xk,k)Xk ,xeR™  peR™

, (3.45)
z, =H,x_,zeR™ HeR™

diz-se observavel no intervalo [ko,kf], ke > k,, se qualquer estado inicial x, =x, for
univocamente determinado pela solucdo da equagdo homogénea correspondente z, no
intervalo [l’co,kf —1] .

Esta caracteristica do sistema pode ser interpretada matematicamente de varias formas,
baseadas na caracteristica da matriz de observabilidade ou no Gramiano de observabilidade
[9]. Enquanto a caracteristica da matriz de observabilidade permite apenas concluir sobre a
observabilidade do sistema, o Gramiano de observabilidade permite tirar conclusdes mais

profundas sobre a observabilidade do sistema.

A solu¢do da equacdo homogénea no intervalo [ko,kf] ¢ dada por

zZ, Hkox0

H k,+Lk
an+1 _ k0+1¢( ot O)Xo _ O(ko,kf)xo , (346)
Zy ka,ld)(kf _1’k0)X0

onde se define a matriz de observabilidade O (k,,k,)eR™" "
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H,

O(k,.k; )= Hiob(ko +1k,) : (3.47)

0°
ka—ld)(kf - la ko )

O sistema linear discreto dado por (3.45) diz-se observavel no intervalo [ko,kf] se e so se
rank O(ky,k;)=n (3.48)

onde rank representa a caracteristica da matriz e » a dimensao do vector de estados x. A
caracteristica da matriz de observabilidade dada por (3.48) indica o niumero de variaveis de

estado observaveis no sistema.

Outra forma de analisar a observabilidade do sistema consiste no calculo do Gramiano

de observabilidade. O sistema linear dado por (3.45) diz-se observavel no intervalo [ko,kf] se

e sO se 0 Gramiano de observabilidade

k)= 3 6(ik,) HIHO(1.k,) . M (K, k, ) e R™ (3.49)

j=ko

for invertivel, onde d) Jk 1_[Jl ¢ k+1 k

Definindo a matriz de observabilidade como

O(ko,kf)T:[HEO (ko +Lky) HE o o d(k, ~Lk,)' H{HJ (3.50)

o Gramiano de observabilidade também pode ser calculado através de
M (ky,k, ) =O(ky,k, ) O(kyk,). (3.51)

A observabilidade do sistema é determinada com base nas sensibilidades para variagdo
das observagdes segundo varias direccdes. Estas sensibilidades sdo calculadas através do
quociente dos valores proprios do Gramiano de observabilidade. Se o quociente entre 0 menor
e o maior valor proprio for proximo da unidade, o sistema ¢ observavel em todas as direccdes.
Caso o quociente seja proximo de zero, existem direccdes do espaco menos observaveis do
que outras, em particular, as observacdes correspondentes ao menor valor proprio sofrem

pequenas variacdes apesar do estado ter grandes variagdes.
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De modo a evitar o célculo dos valores proprios do Gramiano de observabilidade e uma
vez que esta matriz ¢ definida positiva, o quociente entre o menor e o maior valores proprios €
feito com base no determinante e no trago do Gramiano.

O determinante de uma matriz ¢ calculado através do produto dos seus valores proprios
enquanto que o tragco € calculado através da soma dos valores proprios. Se um dos valores
proprios for nulo significa que o determinante também ¢ nulo, enquanto que se nenhum dos
determinantes se anular, o trago da matriz também nfo se anula, caso a matriz seja definida

positiva.

Para que o quociente entre 0 menor € o maior valores proprios seja proximo de zero ¢
necessario que o menor valor proprio também seja proximo de zero. Quando o menor valor
proprio se anula, o determinante também se anula. Como o Gramiano de observabilidade ¢
uma matriz definida positiva, se o maior valor proprio ndo se anular, entdo o trago também
nao se anula. Como conclusdo € possivel afirmar que o sistema terd direcgdes ndo observaveis
se o determinante do Gramiano de observabilidade se anular, mesmo com um trago diferente
de zero. Se o sistema for observavel em todas as direc¢des, todos os valores proprios sao da

mesma ordem de grandeza e ndo nulos.

Resumindo, um sistema diz-se ndo observavel no intervalo [ko,kf] se
det M(k,,k:)=0 A tr M(ky,k;)#0 (3.52)

e observavel no mesmo intervalo se

det M (Ko, k) %0 A tr M(k,,k, ) #0. (3.53)

E possivel chegar a uma andlise semelhante para sistemas ndo lineares. Assumindo que

o sistema ¢ modelado por

Xy =¢(Xk,k) ,xeR™  ¢eR™

(3.54)
z, =H,x,_,zeR™ HeR™

e que as observagdes nos varios instantes de tempo se relacionam com o estado do sistema no

instante inicial da forma
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z, = Hx,

z,= H(I)(Xo,l)

, (3.55)
z, = H(I)(Xoakf)

¢ possivel analisar a sensibilidade da solu¢do de (3.55) as variagdes dos valores das

observagdes através da expansao em série de Taylor de primeira ordem,

z,+¢, ~Hx,+He
do(x,,1
Z,+g, = H¢(X0,1)+H¥8X]
X , (3.56)
d ,k
z, +e, ~ Hq)(xo,kf)JrHMsxk
dx,
que se simplifica para (3.57), uma vez que z, = H, X, .
g, ~He,
d ,1
e, ~H % £,
X (3.57)
d k
k)
k ka k
A matriz de observabilidade define-se, entdo, como
H
- dd gxo, 1)
X
O(x,.k;) :" (3.58)
d¢(x0, kf)
i dx, |

O Gramiano de observabilidade ¢ obtido através da expressao (3.51), de onde resulta

M (ko,k, )= 0 (k. k; ) O(k,.k, ). (3.59)
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A analise desta matriz permite tirar conclusdes, de uma forma aproximada, sobre a
observabilidade do sistema. Se a variagdo do estado inicial originar variacdes nas
observagdes, entdo o sistema & observavel. Se a variagdo do estado inicial segundo
determinadas direc¢cdes nao origina variagdes nas observagdes entdo o sistema ¢ ndo

observavel.

3.3.1. Observabilidade dos modelos

A anélise de observabilidade dos modelos apresentados nas sec¢des 3.1.1 e 3.1.3 foi
feita tendo como base a teoria apresentada no capitulo anterior. Para o modelo que descreve o
movimento ao longo de trajectorias circulares foi deduzida uma expressdo para o Gramiano
de observabilidade e determinadas as condi¢des para garantir a observabilidade do sistema.
As conclusdes retiradas do Gramiano foram validadas por simulagdo do sistema através do
método da caracteristica da matriz. Para o modelo Constant model with known Turn Rate
apenas foi analisado a perda de observabilidade através da caracteristica da matriz de
observabilidade.

Considerando o modelo para movimento ao longo de trajectorias circulares descrito por
(3.13) é calculado o Gramiano de observabilidade ¢ a matriz de observabilidade para um
conjunto de trés amostras, assumindo que o sensor utilizado permite obter a posicdo do
sistema,

1 0000 (3.60)
zZ, = X, , .
101 0 0 0|F*

onde x, e z, sdo, respectivamente, o valor de estado e as observagdes no instante k. A

observabilidade do sistema ¢ analisada com base no calculo do determinante ¢ do trago do

Gramiano de observabilidade do sistema linearizado, do qual resulta [6]

det M(x,,k, +2At) = 6v*At*m(wAt) (3.61)
r M(x,,k, +2At) =6+ /' (o,v.At) (3.62)

onde f ((o,v,At) ¢ uma funcdo ndo negativa e m(ooAt) ¢ uma funcdo com a evolugado

representada na figura 3.1.
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m(wAt)
|
|
|
l
L
|
|
L
|
|
|
|

:
8 10

Figura 3.1 - Evolugdo da fungdo m ((oAt).

Analisando as equacdes (3.61) e (3.62) ¢é possivel concluir que existem direc¢cdes do
espaco em que o sistema perde observabilidade. Verifica-se através de (3.62) que o trago do
sistema ¢ sempre positivo e maior ou igual a seis, pelo que o Gramiano de observabilidade
nao tem nenhum valor proprio nulo. Conclui-se assim que o sistema tem direcgdes do espago
observaveis. Analisando o determinante do Gramiano de observabilidade verifica-se que o
sistema perde observabilidade quando a velocidade linear se anula. A observabilidade do

sistema também ¢é perdida quando a velocidade angular é algumas ordens de grandeza

superior a velocidade linear, uma vez que a fungdo m ((x)At) tende a anular-se.

O sistema também perde observabilidade para periodos de amostragem que se

aproximem de zero, uma vez que (3.61) tende para zero nessas situacdes.

Na tabela 3.1 apresenta-se o nimero de variaveis de estado observaveis para cada uma
das situacdes referidas anteriormente obtidas pela caracteristica da matriz de observabilidade.
Para que o sistema seja observavel, a caracteristica da matriz tera de ser cinco, ou seja, o

numero de variaveis de estado do sistema. Estas conclusdes estdo resumidas na tabela 3.1.
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Tabela 3.1 - Analise de observabilidade para o modelo para movimento ao longo de

trajectorias circulares.

rank O(kg,ky)

Modelo para

Condigdes de teste movimento ao longo

de circunferéncias
v=0m.s” 3
w=0,1rad.s’ v=0,01 m.s™ 4
At = 1x10° s 4
v=5m.s",w=0,07 rad.s” 5

At=1s

Através da analise dos resultados obtidos e apresentados na tabela 3.1 verifica-se que o
sistema perde observabilidade nas mesmas situagdes determinadas através do Gramiano de
observabilidade. Quando a velocidade linear do veiculo € nula apenas sdo observaveis trés
variaveis de estado. As variaveis observaveis sdo as relacionadas com a posi¢ao do veiculo e
velocidade linear, enquanto que a velocidade angular e a direc¢do do veiculo ndo provocam
qualquer alteragdo nas observagdes independentemente da variacdo do seu estado. Este
fendomeno ¢ justificado fisicamente através do facto de o veiculo poder estar a rodar em torno
de si mesmo, ndo sendo possivel obter informagdo sobre o estado do sistema com base nas
medi¢gdes dos sensores. Para a situacdo em que a velocidade angular ¢ poucas ordens de
grandezas superior a velocidade linear, apenas sdo observaveis quatro variaveis de estado. O
fenomeno verificado ¢ semelhante a situacdo em que a velocidade linear ¢ nula, uma vez que
o veiculo pode estar a rodar sobre si mesmo.

Para intervalos de amostragem que se aproximam de zero apenas sdo observaveis quatro
variaveis de estado, pelo que se conclui que o sistema também ¢é nio observavel. Contribui
para esta situacdo o facto de que, quando o periodo de amostragem tende para zero, a

informacao sobre a evolugao do sistema ¢ reduzida.

Os resultados da anélise de observabilidade para o modelo Constant model with known

Turn Rate apresentam-se na tabela 3.2
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Tabela 3.2 - Andlise de observabilidade para o modelo Constant model with known Turn Rate.

rank O(kg,ky)

Constant model

Condicoes de teste with known turn
rate
v=0m.s” 4
w=0,1rad.s’ v=0,0001 m.s” 4
At =1x10"s 2
v=5 m.s'1,w=0,07 rad.s” At 4
=1s

Analisando a tabela 3.2 verifica-se que o modelo Constant model with known Turn Rate
¢ observavel nas situagdes em que a velocidade linear € nula e quando a velocidade angular é
superior a velocidade linear. Este facto deve-se as variaveis de estado a estimar neste modelo
serem apenas a posicao e a velocidade. A observabilidade apenas é perdida nas situagdes em

que o periodo de amostragem tende para zero devido as razdes enunciadas anteriormente.

3.4. Simulacao e analise dos resultados

Foi analisado o desempenho dos dois modelos estudados ao longo de uma trajectoria
circular, face a varios valores da variancia do ruido nas medi¢des dos sensores. Os modelos
para movimento ao longo de circunferéncias e Constant model with known Turn Rate foram
implementados utilizando um filtro de Kalman estendido e um filtro de Kalman discreto,
respectivamente. As medicdes sdo afectadas por ser ruido branco de média nula e com a

variancia apresentada na tabela 3.3.

As simulagdes foram efectuadas nas mesmas condigdes para ambos os modelos. A

. , . , . -1 .
trajectoria efectuada pelos veiculo teve como velocidade angular 0,07 rad.s” e velocidade
linear 5 m.s™. A posigdo inicial dos veiculo foi a uma distancia de 10 m do sensor tanto

segundo x como y. O periodo de amostragem considerado foi de 1 s. A trajectoria de teste

encontra-se representada na figura 3.2.
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Tabela 3.3 - Valores da variancia do ruido que afecta os sensores, considerada nas varias

simulagdes.
Medida do Variancia
sensor Situacdo 1 Situacio 2 Situacdo 3 Situacio 4 Situacdo 5 Situacio 6
distancia [m’] 0,01 0,05 0,12 1 3? 4
angulo [(°)*] 0,01> 0,05 1? 2’ 2? 3?
Medida do Variancia : _ : _
sensor Situagdo 7 Situacio 8 Situagio 9 Sltli?fao Sltlia;g:ao
distancia [mz] 4? 5 5 5 6
angulo [(°)*] 4 4 5 6 6

A titulo de exemplo representa-se nas figuras 3.3 e 3.5 a trajectoria real descrita pelo
veiculo e a estimada por cada um dos modelos. Nas figuras 3.4 e 3.6 representa-se, para

ambos os modelos, o erro de estimagdo das variaveis de estado obtido para a situacdo 4

indicada na tabela 3.3.

y [m]

Figura 3.2 - Representacdo da trajectoria de teste no plano (x , y) e evolugdo ao longo do

tempo (x,y, t).
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Figura 3.3 - Simulagdo da trajectoria descrita pelo veiculo usando o modelo para movimento
ao longo de circunferéncias.
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Figura 3.4 - Erro de estimagéo das variaveis de estado usando o modelo para movimento ao

longo de circunferéncias.
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Figura 3.5 - Simulagao da trajectoria descrita pelo veiculo usando o Constant model with

known Turn Rate.
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Ermo de estimagéo [m]

Erro de estimagao [m/s]

Figura 3.6 - Erro de estimag@o das variaveis de estado usando o Constant model with known

Turn Rate.

Para simulagdo e comparacdo dos modelos efectuaram-se simulacdes de Monte-Carlo

com 30 experiéncias para cada combinacdo de parametros considerada e utilizando ruido

independente nas varias simulagdes. Calculou-se o erro quadratico médio para cada uma das

situacdes de ruido resumidas na tabela 3.3. Os resultados obtidos apresentam-se na tabela 3.4.

Tabela 3.4 - Raiz quadrada do erro quadratico médio na estimativa das variaveis de estado de

posi¢ao para os dois modelos testados.

Modelo para
movimento ao longo
de circunferéncias

Constant model with
known Turn Rate

Variincia do ruido Erro quadratico médio | Erro quadratico médio
distincia [mz] angulo [(°)2] pPX erro py erro pPX erro py erro
0,01° 0,017 5275E-03  4,102E-03 | 8,059E-02  6,366E-02
0,05 0,05’ 1,518E-02  1,345E-02 | 1,865E-01  1,420E-01
0,1° 1? 9,813E-02  6,894E-02 | 4,033E-01  3,196E-01
2 2’ 2,242E-01  1,727E-01 | 6,084E-01  5,563E-01
3’ 2? 3,621E-01  4,414E-01 | 6,643E-01  6,233E-01
4 3’ 4,929E-01  5.273E-01 | 7,388E-01  6,774E-01
4 4 5,665E-01  5280E-01 | 7.921E-01  7,049E-01
5 4 6,704E-01  6,435E-01 | 8,098E-01  7,275E-01
5 5 7,595E-01  6,721E-01 | 8,761E-01  7,656E-01
5 6 9,977E-01  8,526E-01 | 9,458E-01  8,065E-01
6’ 6 9,320E-01  8,383E-01 | 9,673E-01  8,337E-01
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Através da analise dos resultados obtidos verifica-se que o modelo para movimento ao
longo de circunferéncias apresenta o erro quadratico médio inferior ao modelo Constant
model with known Turn Rate para todas as situacdes de ruido testadas. Este facto permite
concluir que o desempenho do modelo para movimento ao longo de circunferéncias € superior
face ao outro modelo analisado, nas condi¢des testadas. E de notar que o desempenho da
estimacao se degrada com o aumento da perturbacdo nas observacdes e que o erro quadratico
médio do modelo para movimento ao longo de circunferéncias se aproxima do erro quadratico

médio do modelo Constant model with known Turn Rate.
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Capitulo 4

Limites de desempenho dos algoritmos de
estimacao

A necessidade de determinar o melhor estimador de parametros desconhecidos e
deterministicos que, em média assume o verdadeiro valor do parametro (estimador centrado
ou ndo enviesado) e que produz o menor erro quadratico médio, levou a que fossem
desenvolvidas ferramentas matematicas potentes. E nesta base que se formula o estudo dos
limites de desempenho denominados na literatura anglo-saxénico Cramér Rao Lower Bound
(CRLB). No entanto, esta ferramenta ndo permite determinar qual o estimador 6ptimo em
geral. Apenas se consegue determinar a varidncia minima que se pode obter com um
estimador ndo enviesado. O facto de se poder determinar a varidncia minima possivel para um
estimador, permite, na melhor das hipoteses, verificar se o estimador utilizado ¢ o 6ptimo, ou
verificar o quao longe este se encontra do estimador dptimo.

Neste capitulo aborda-se, numa fase inicial, a parte tedrica necessaria para compreender
a ferramenta matematica utilizada para o calculo do limite do desempenho dos estimadores
(Cramér-Rao Lower Bound e Posterior Cramér-Rao Bound) e numa fase posterior determina-
se o melhor desempenho possivel de obter para cada um dos modelos considerados. Os

resultados obtidos sdo comparados com os obtidos no capitulo 3.

4.1. Limite de desempenho de Cramér Rao

Considera-se que x ¢ um parametro escalar deterministico e desconhecido que se

pretende estimar com base nas observagdes representadas por z . Assumindo que o sistema €

definido pela funcao densidade probabilidade dada por p(z;x) e que satisfaz a condigdo de

regularidade
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EFMP—(Z;X)}O, vx, 4.1)
ox

entdo a variancia de qualquer estimador centrado satisfaz a desigualdade dada por

1
X)> , 4.2
var (%) leﬂp (Z;X)} (42)
E|
Ox
onde o denominador é definido como a matriz de Fisher
azlnp(z;x)
J(x)=-E| ——~ 4.3
(e 2L 43
e € calculado através de
0%In p(z;x 0%In p(z;x
E{ ax(2 )}:j 8x(2 )p(z;x)a’x. (4.4)

Um estimador centrado satisfaz a igualdade expressa por (4.2) se e sé se for possivel

encontrar uma fungdo g (x) tal que se possa escrever

oln p(z;x)

x =J(x).(g(z)—x), 4.5)

onde o estimador de minima varidncia ¢ dado por X = g(z), sendo a respectiva variancia

var(ﬁ) = l/J(X).

4.1.1. CRLB para sinais perturbados com ruido branco

Uma vez que ¢é usual considerar-se que o sinal observado é perturbado com ruido
branco, ¢ de extrema utilidade deduzir uma expressdo genérica para o calculo do CRLB.

Considera-se, entdo, que o sinal observado ¢ da forma

f(n)zs(n;x)+w(n) , n=0,1, ..., N-1, (4.6)

onde w (n) representa ruido branco e o indice n ¢é referente as varias observagoes do mesmo

sinal.
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A funcdo de maxima verosimilhanca que caracteriza o parametro desconhecido ¢ dada

por [7]

p(z:x)= (znclz )N/2 exp {— 2c1;2 jz;i(f(n)—s(n;x))z} . 4.7)

A segunda derivada do logaritmo de (4.7) em ordem ao pardmetro desconhecido conduz a

OInp(z;x N1 *s(n:x) (os(mx)Y
TP LS ()-SR

Tomando o valor esperado de (4.8), chega-se a

E{ézlnp(z;x)}Z_%N'l(és(n;x)j ’ 4.9)
ox

2
aX G =0

que se pode traduzir em

2

D>— 4.10
var(x) — as(n;x) 3 (4.10)
ol Ox

A partir de (4.10) ¢ possivel verificar a importancia do parametro desconhecido x, no

N

valor da varidncia do mesmo. Verifica-se que se um sinal variar rapidamente com a variagao

do parametro desconhecido, resulta em estimadores mais exactos.

4.1.2. CRLB geral para sinais perturbados por ruido branco

Generalizando o calculo do CRLB apresentado na secgdo 4.1.1 para a situagdo em que

as observagdes assumem a forma
z~N(u(x),C(x)) (4.11)
onde tanto a média, x, como a covariancia, C, dependem do parametro desconhecido.

Segundo estas condigdes a matriz de Fisher ¢ dada por
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s (4.12)
+%tr[(CI(X)aCaix)j ]
onde
_al:ﬂ(x):ll_
ou(x) ox
— : , (4.13)
L ox
ofe)],  ofe()], ]
a(;ix) = azx . asx . (D.14)
a[C(X)]M a[c(x):lzwv
L 1), 15). ]

O CRLB ¢, entdo dado por (4.2) ¢ (4.3), onde a matriz de Fisher dada por (4.3) é igual a
4.12) [7].

4.2. CRLB para sistemas nao lineares

Os métodos de calculo descritos na sec¢do 4.1 sdo métodos relativamente genéricos
para determinar o CRLB nas condicdes apresentadas. No entanto, existem outros métodos,
referidos em [10], [11], [12] e [13], relativamente expeditos para calculo da melhor estimativa

possivel para sistemas ndo lineares.

4.2.1. CRLB para seguimento de veiculos

O método mais simples de abordar esta problematica ¢ o método sugerido por Taylor,
[10], [11] e [13]. Este método constata que a inversa da matriz de Fisher, definida como J,

de um sistema dindmico ndo linear e variante no tempo com observacdes ndo lineares e
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variantes no tempo perturbadas com ruido branco, evoluem da mesma forma que as equagoes
da matriz de covariancia do filtro de Kalman linearizado (em torno da verdadeira trajectoria).

Considera-se o modelo de estado dado por

X = (Xkak)

4.15
z, = h(x.k)+v, 13

onde

e X, ¢o vector de varidveis de estado no instante t, ;

e ¢ ¢ a matriz que relaciona X, com X,,,, também denominada por matriz de

transicdo;
e 7, ¢ o0 vector das observacdes no instante t, ;

e /s ¢ amatriz que relaciona as variaveis de estado com as observagdes no instante t, ;

e v, ¢éo vector cujos elementos sdo ruido branco gaussiano e afectam as observagdes no

instante t,, v, ~N(0,R,).

Para determinar a matriz de Fisher, dada por (4.3), é necessario definir a funcdo

densidade probabilidade p(Z, | X, ), sendo

7, ={2,.2,,...2,}, (4.16)

X, ={Xp X}, Xg |- (4.17)

A partir de (4.15), e considerando que a condi¢do inicial do vector de estados ¢

conhecida na forma X, ~ N(x,,S, ), a fungdo densidade probabilidade vem

K

7 exp{-l/Z(xO X, )T o' (x0— % )} H 7 exp{-l/Z(zk —h(x, ))T R} (zk —h(x; ))}

1
p(Z |Xk):n7 — s
(22)"%[s,| o (27)" Ry

(4.18)

A derivada do logaritmo de (4.18), em ordem aos elementos que se pretendem estimar, resulta

cm
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i(zk ~h(x)) Ry (m—h(x,)).  (4.19)

-Inp(Z, | Xy )= cte+%(x0 -X, )T So' (%o — %o )+

Considerando o valor esperado da segunda derivada em ordem as mesmas varidveis, a

matriz de Fisher é dada por
X, ) w0, ) & on ) [ on
Jo=| =2 S| =2 [+ = | R | ==, (4.20)
OXy OXy ) =\ 0xy OXy
onde se omitiu alguma notacao para simplificagao.

Definindo

a oh(x,.k)

H
K 0x,

(4.21)

Xi

como sendo a derivada da matriz de ligacdo em ordem as variaveis de estado, resulta entdo

T K T
J, = ( ox, j S;' {%j + Z( ox, j H'R'H, ( ox, j . (4.22)
OXy [5) O M W) o OXy
Tendo em conta que
K
¢ possivel reescrever (4.22) de forma recursiva,
on| V. (o] )
J = La_ik J J [a—ik j +H'RH, , (4.24)
ou, em termos da matriz de covariancia de ruido de estado,
T -1
o\l 0 . |0 _
(r) = (a% ]Pkl (% ] +H'R'H, . (4.25)

Considerando, novamente, a teoria do CRLB conclui-se que a variancia de qualquer

estimador centrado satisfaz a seguinte desigualdade'

P stimador, k 2 Pl: . (426)

€

" A desigualdade A > B significa que A —B ¢ definida ndo negativa.
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E de notar que, como se afirmou anteriormente, a equagio (4.25) é idéntica a inversa da
expressdo de propagacdo da matriz de covariancia do filtro de Kalman estendido, apenas com
a diferenca que a linearizacdo se efectua em torno da trajectoria real do veiculo. De facto, a
melhor estimativa possivel de obter esta dependente da trajectoria considerada.

A aplicacdo deste método estd dependente de duas restricdes. Assumiu-se que as
observagdes sdo perturbadas por ruido branco e que ndo existe ruido de estado a perturbar o
sistema. Posto isto as variaveis de estado sdo varidveis deterministicas invés de variaveis
aleatorias. Contudo, estas condigOes tornam este método de calculo relativamente limitado,

uma vez que os veiculos raramente seguem uma trajectoria deterministica.

4.2.2. Limite de desempenho Cramér Rao a posteriori (PCRB)

As restrigoes do algoritmo de Taylor para o calculo do CRLB apenas permitem a sua
aplicagdo em situacdes muito especificas. Com vista a ultrapassar estas limitacdes Van Tree
desenvolveu um novo método de célculo denominado por Posterior Cramér Rao Bound [10],
[12] e [13].

O método de calculo, é entdo, desenvolvido com base na funcdo densidade

probabilidade de p(X,,Z, ), onde a matriz de Fisher ¢ dada por

L (alnp(xk,zk)](c’ﬂnp(xkalk)J (4.27)
ax 6X

que se pode simplificar para

J= —E[Vx {(vx lnp(Xk,Zk))TH LV, = [a%""’a%} (4.28)

sendo Z, e X, dados, respectivamente, por (4.16) e (4.17). O valor esperado em (4.27) e em

(4.28) ¢ tomado em ordem a Z, e X, , ao contrario do que acontece no método de Taylor,

onde o valor esperado ¢ s6 tomando em ordem a Z,, visto X, ser deterministico.
Substituindo as equagdes de (4.15) por

{an =@, (Xk’wk’k)

) 4.29
zkzh(xk,vk,k) ( )
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onde w, representa o ruido de estado no instante t,; a fungdo densidade probabilidade
conjunta de X, e Z, pode ser escrita como
k k
=1

p(Xk’Zk):p(XO)Hp(Zi|Xi)Hp(Xj|Xj71)' (4.30)

i=1 j

Em [12] mostra-se ser possivel determinar a evolugdo da matriz de Fisher de forma

recursiva, o que nos leva a

o =D2-DX(J,+D\') D, 4.31)
sendo
D' =E[-V, Viinp(x.|x,)]. (4.32)
D? =E[-V, V. Inp(x.]x,)], (4.33)
D =[ DﬂT , (4.34)

D = E[ -V, VL mp (s %)

_ (4.35)
[V, V1 Inp (2 %))

Considerando a aproximacao de ruido branco em (4.29), conduz a

{Xkﬂ =g (Xk»k) + W,

> 4.36
Zkzh(xk,k)+vk ( )

pelo que o ruido se caracteriza da seguinte forma

w, ~ N(O,Qk)

v N(OR) 4.37)

Desta aproximagao resulta que as fung¢des densidade probabilidade definidas em (4.32)-

(4.35), assumem a forma

—In p(xk+1 | X, ) =cle + %(Xkﬂ - (Xk ))T Q;l (Xk+l — ¢ (Xk )) (4.38)
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1 _
~Inp(z,, 1%, )=cte, + E(Zkﬂ —h(x, ))T R, (Zk+1 - h(xk+1 )) . (4.39)

De (4.38) e (4.39) resulta que (4.32)-(4.35) se simplificam para

D' =[V, 4 (x)] Q'[V.d(x)]. (4.40)
D =-[V 4 (x)] @'=[D}']. (4.41)
D =Q'+ [kaﬂh(xkﬂ )]T R, [kaﬂh(xkn )} ) (4.42)

Substituindo (4.40)-(4.42) em (4.31) resulta em
T =Vt ()R [Veh (5] +Qu) [V hx)] RV, (x) ] 443)

Comparando os resultados obtidos tanto pelo método de Taylor (4.24), como pelo
método Posterior Cramér Rao Bound (4.43) verifica-se que ambos sdo semelhantes. Através
destes resultado € possivel chegar a interessante conclusao que o resultado obtido pelo PCRB,
apenas ¢€ necessario somar a matriz de covariancia de ruido de estado ao resultado obtido pelo

método de Taylor.

4.3. Implementacio e analise dos resultados

Foram simulados e analisados os resultados para os dois modelos apresentados no
capitulo 2. Numa primeira fase considerou-se que os modelos ndo eram perturbados com
ruido de estado. Esta condicdo levou a que se utilizasse o algoritmo de Taylor no calculo do
CRLB. Numa segunda fase optou-se por se introduzir perturbacio de estado no modelo, o que
obrigou a utilizar-se o algoritmo Posterior Cramér Rao Bound.

Os resultados foram analisados com o objectivo de determinar qual o melhor algoritmo
no seguimento de veiculos e qudo longe se encontram do melhor estimador, em termos de

desempenho.
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4.3.1. Desempenho dos algoritmos de seguimento sem ruido de
estado

As condigdes em que as simulagdes irdo ser realizadas sdo semelhantes as condig¢des
testadas no capitulo 3 de forma a que os resultados possam ser comparaveis. Utilizou-se a
mesma trajectoria de teste, a mesma estrutura de ruido e os mesmos valores para as variancias
dos ruidos descritos, respectivamente na figura 3.2 e na tabela 3.3. Nesta sec¢do ndo se
considerou ruido de estado, ao contrario do que se tinha assumido no capitulo 3.

Assim, e com base na teoria apresentada na sec¢do 4.2.1, mais especificamente a

expressido (4.24) ou (4.25), chegou-se aos resultados apresentados na tabela 4.1.

Analisando os resultados obtidos verifica-se que ambos os algoritmos tém um
desempenho semelhante para os ruidos mais baixos considerados na tabela. Para ruidos mais
elevados, o modelo Constant model with known Turn Rate apresenta gradualmente melhor
desempenho que o modelo para movimento ao longo de circunferéncias. O desempenho da
estimativa degrada-se progressivamente com o aumento da variancia do ruido, tanto para
ambos os algoritmos de seguimento como para a melhor estimativa obtida através do CRLB.
Estas conclusdes sdo claramente visiveis nas figuras 4.1 e 4.2, onde se representa
graficamente o erro quadratico médio da estimagdo da posicdo do veiculo de ambos os
modelos.

Verificou-se, através dos resultados da simulagdo, que a melhor estimativa dada pelo
algoritmo de Taylor variam consoante o modelo utilizado. Este facto leva a prever que o valor
da melhor estimativa esta dependente tanto da dinamica considerada no modelo, como das

observagdes e da respectiva perturbagao.
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Tabela 4.1 - Erro quadratico médio obtido na simulagdo do modelo para movimento ao longo

de circunferéncias e do modelo Constant model with known Turn Rate e respectiva melhor

estimativa possivel (Cramér Rao Lower Bound).

Modelo para movimento ao longo de
circunferéncias

Constant model with known Turn Rate

A . " - ramer-Rao Lower e - ramer-Rao Lower
Variancia do ruido Erro quadratico médio Cramer-Rao Lowe Erro quadratico médio Cramer-Rao Lowe
Bound Bound
distancia [mZ] ﬁngulo [(0)2] Px erro py erro Px erro Py erro Px erro py erro Px erro py erro
0,01° 0,01 1,177E-03  9,366E-04 | 3,979E-04 2,927E-04 | 1,177E-03  9,366E-04 | 8,897E-04 6,546E-04
0,052 0,052 5,880E-03  4,684E-03 | 1,989E-03 1,464E-03 | 5,887E-03 4,684E-03 | 4,448E-03 3,273E-03
0,12 12 9,224E-02 6,181E-02 | 3,668E-02 1,731E-02 § 9,298E-02 6,201E-02 | 8,196E-02 3,868E-02
12 22 2,175E-01 1,647E-01 | 7,623E-02  4,393E-02 | 2,142E-01 1,593E-01 | 1,700E-01 9,800E-02
3? 2 3,557E-01 4,352E-01 | 8,170E-02  7,185E-02 § 2,566E-01 2,192E-01 | 1,822E-01 1,604E-01
4 3? 4,859E-01 5,206E-01 | 1,205E-01 9,895E-02 j 3,784E-01 3,131E-01 | 2,680E-01 2,205E-01
4 4 5,590E-01  5,202E-01 | 1,564E-01  1,120E-01 | 4,686E-01 3,697E-01 | 3,460E-01  2,487E-01
5 4 6,630E-01 6,361E-01 | 1,592E-01 1,259E-01 § 4,902E-01 4,025E-01 | 3,524E-01 2,797E-01
5 5 7,520E-01 6,645E-01 | 1,950E-01 1,391E-01 § 5,871E-01 4,663E-01 | 4,290E-01 3,076E-01
5 6 9,956E-01 8,498E-01 | 2,309E-01 1,534E-01 § 6,837E-01 5,306E-01 | 5,041E-01 3,370E-01
6 6 9,272E-01  8,335E-01 | 2,336E-01 1,661E-01 § 7,074E-01 5,654E-01 | 5,102E-01 3,658E-01
1,2E+00
1,0E+00 - —
8,0E-01 - . O Modelo para movimento ao
g _ . longo de circunferéncias
g 605014 — O Constant model with known
w Turn Rate
4,0E-01 -
2,0E-01 H H
0,0E+%§) D]
410,01|0,05| 1 2 2 3 4 4 5 6 6
Go|0,01/005/ 01| 1 |3 | 4|4 |5|5]|5]|6
Desvio padrao do ruido ([m] e [°])

Figura 4.1 - Erro quadratico médio na estimagdo da posi¢do em x para o modelo para movimento

ao longo de circunferéncias e Constant model with known Turn Rate para as varias situacdes de

ruido.
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9,0E-01 +

8,0E-01
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6,0E-01 - :
’ | |OModelo para movimento ao

5,0E-01 | — u longo de circunferéncias

O Constant model with known
4,0E-01 4 ] Turn Rate

EQM p,
I

3,0E-01 - H1HIHIH

2,0E-01 H H H H
1,0E-01 - ‘ ‘
0,0E+00 _— E[]
0,01/0,05| 1 212 |3|4|4|5 )6 |6

0,01{0,05| 0,1 | 1 3|4 |4|5 |55 |6

Desvio padrao do ruido ([m] e [°])

Gy

Gy

Figura 4.2 - Erro quadratico médio na estimagao da posi¢cdo em y para o modelo para movimento
ao longo de circunferéncias e Constant model with known Turn Rate para as varias situagdes de

ruido.

Analisando a evolugdo do erro quadratico médio representadas nas figuras 4.3 ¢ 4.4,
verifica-se que o valor do erro assume uma evolucdo periddica mas a sua amplitude vai
diminuindo ao longo do tempo. A evolugao periddica deve-se ao facto de o veiculo estar a
descrever uma trajectoria circular, pelo que as observagdes assumem, também, um caracter
peridodico. Como nao foi considerado ruido de estado, a estimativa das variaveis de estado sdo
pouco influenciadas pelas observagdes, uma vez que o algoritmo atribui maior peso a
estimativa resultante do modelo do que as observacdes. Esta estratégia pode ser favoravel em
situacdes em que a trajectoria descrita ndo sofra alteracdes relativamente a inicialmente
descrita. No caso de existirem alteracdes na trajectdria, a estimativa do estado do veiculo pode

demorar a convergir para o valor real e assim degradar a performance do estimador.
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1200 1400 1600

000

1

t [s]

Figura 4.3 - Evolugdo do valor do CRLB ao longo do tempo para a posi¢ao no eixo dos x € no

eixo dos y, do modelo para movimento ao longo de circunferéncias.

— CRLB px

1200 1400 1600

1000

t[s]

Figura 4.4 - Evolug¢do do valor do CRLB ao longo do tempo para a posi¢ao no eixo dos x € no

eixo dos y, do modelo Constant model with known Turn Rate.
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4.3.2. Desempenho dos algoritmos de seguimento com ruido de
estado

A semelhanga da sec¢@o anterior, nesta sec¢do consideraram-se os modelos descritos no
capitulo 2. Os valores da variancia do ruido foram, igualmente, os indicados na tabela 3.3 ¢ a

trajectoria de teste, descrita na da figura 3.2. Contudo, nas simulagdes consideradas nesta

seccdo, utilizou-se ruido de estado para verificar a influéncia na estimativa e no desempenho

do modelo.

A inclusdo de ruido de estado no modelo invalida a aplicagdo do método de Taylor para

calculo do melhor desempenho possivel do algoritmo. Surge, entdo, a necessidade de aplicar o

Posterior Cramér-Rao Bound apresentado na sec¢do 4.2.2.

Através dos resultados da simulacdo, utilizando o método de Monte-Carlo com 30

experiéncias independentes para o mesmo valor de varidncia de ruido, obtiveram-se os

resultados apresentados na tabela 4.3.

Tabela 4.3 - Erro quadratico médio obtido na simulagdo do modelo para movimento ao longo

de circunferéncias e do modelo Constant model with known Turn Rate e respectiva melhor

estimativa possivel através do método Posterior Cramér Rao Bound.

Modelo paref movim?ntt_) ao longo de Constant model with known Turn Rate
circunferéncias
Variancia do ruido Erro quadratico médio| Posterior Cramer- Rao Erro quadratico médio Posterior Cramer-
Bound Rao Bound

distancia [mz] angulo [(")2] Px erro Py erro Px erro Py erro Px erro Py erro Px erro Py erro
0,012 0,01 5,275E-03  4,102E-03 | 3,297E-04  3,482E-04 | 8,059E-02 6,366E-02 | 1,312E-02  9,592E-03
0,052 0,052 1,518E-02  1,345E-02 | 1,649E-03 1,741E-03 | 1,865E-01 1,420E-01 | 3,939E-02 2,908E-02
0,12 12 9,813E-02  6,894E-02 | 6,556E-03  5,180E-03 | 4,033E-01 3,196E-01 | 1,899E-01 1,070E-01
1? 2 2,242E-01 1,727E-01 | 4,989E-02 4,538E-02 | 6,084E-01 5,563E-01 | 2,743E-01 2,042E-01
3’ 2’ 3,621E-01 4,414E-01 | 7,093E-02  8,029E-02 | 6,643E-01  6,233E-01 | 2,941E-01 2,765E-01
4 3? 4,929E-01 5,273E-01 | 1,043E-01 1,159E-01 | 7,388E-01 6,774E-01 | 3,628E-01 3,301E-01
4 4 5,665E-01  5,280E-01 | 1,308E-01 1,380E-01 | 7,921E-01  7,049E-01 | 4,255E-01  3,571E-01
5 4 6,704E-01 6,435E-01 | 1,370E-01 1,505E-01 § 8,098E-01 7,275E-01 | 4,321E-01  3,827E-01
5 5 7,595E-01  6,721E-01 | 1,630E-01 1,678E-01 | 8,761E-01 7,656E-01 | 4,966E-01 4,104E-01
5 6 9,977E-01 8,526E-01 | 1,846E-01  1,874E-01 | 9,458E-01  8,065E-01 | 5,622E-01 4,390E-01
6> 6 9,320E-01  8,383E-01 | 1,941E-01 2,045E-01 § 9,673E-01 8,337E-01 | 5,681E-01 4,636E-01

Na tabela 4.3 apresenta-se o erro quadratico médio para cada um dos algoritmos

simulados e a respectiva fronteira correspondente a melhor estimativa possivel de obter.

Verifica-se que o modelo para movimento ao longo de circunferéncias apresenta um melhor
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desempenho face ao modelo Constant model with known Turn Rate. Verifica-se, também, que
o desempenho dos algoritmos se vai degradando com o aumento do ruido das observagoes ¢
que os erros das estimativas dos dois modelos se vdo aproximando gradualmente. A
estimativa das variaveis de estado do modelo para movimento ao longo de circunferéncias
degrada-se mais rapidamente com o aumento do ruido do que o modelo Constant model with
known Turn Rate, como se pode observar nas figuras 4.5 e 4.6. Na situacdo 6ptima, segundo
os resultados obtidos pelo Posterior Cramér Rao Bound, o modelo para movimento ao longo

de circunferéncias continuava a ser aquele que obteria melhor desempenho.

A evolucdo do erro quadratico médio ao longo do tempo encontra-se representada nas
figuras 4.7 e 4.8 respectivamente para os modelos para movimento ao longo de

circunferéncias e Constant model with known Turn Rate.

1,2E+00 -

1,0E+00 - u _

8,0E-01 =TT 01l O Modelo para movimento ao
& 7 | longo de circunferéncias
CEJ 6,0E-01 amEmEERiRR iR iR R 0O Constant model with known
w Turn Rate

4,0E-01 -
2,0E-01 "
0,0E+00 Jj J_‘

G4|0,010,05 1 212 |3 |44 |5 |6 |6
Gy|0,01/0,05/ 0,1 | 1 3144 |5|5|5]|6

Desvio padrao do ruido ([m] e [°])

Figura 4.5 - Erro quadratico médio na estimagao da posi¢cdo em x para o modelo para movimento
ao longo de circunferéncias e Constant model with known Turn Rate para as varias situagdes de

ruido.
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9,0E-01

8,0E-01 - a LT

7,0E-01 —m 1=

6,0E-01 - ] 0 O Modelo para movimento ao
5.0E-01 BREGEGEIRRIERIERINEI longo de circunferéncias

O Constant model with known
4,0E-01 1 Turn Rate

3,0E-01

2,0E-01

1,0E-01 ~

0,0E+Q J]
8,

0,01(0,05| 1 2 2 3 | 4 4 | 5 6 6

EQM p,
l

Co 0,01(0,05|/ 0,1 | 1 3 4 | 4 5|5 5 6

Desvio padréo do ruido ([m] e [°])

Figura 4.6 - Erro quadratico médio na estimagao da posi¢do em y para o modelo para movimento
ao longo de circunferéncias e Constant model with known Turn Rate para as varias situacdes de

ruido.

0.9 : :

EQMPCRB px normalizado

(0F: ] [

EQMp g Py normalizado B

EQMpors

Figura 4.7 - Evolugdo do erro quadratico médio ao longo do tempo para a posi¢do no eixo dos

x e no eixo dos y, do modelo para movimento ao longo de circunferéncias.
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T T
EQMPCRB px normalizado

09l -----~7-------

EQMPCRB py normalizado | |

EQMpcrs

500 1000 1500 2000 2500
tIs]
Figura 4.8 - Evolugdo do erro quadratico médio ao longo do tempo para a posi¢do no eixo dos

x e no eixo dos y, do modelo Constant model with known Turn Rate.

E de notar que a evolugdo do erro quadratico médio, a semelhanga da situagio descrita
na seccao 4.3.1, assume um caracter periddico devido a trajectéria que o veiculo descreve. A
amplitude da evolugdo do erro quadratico médio diminui com o tempo, no entanto, devido a
ter-se considerado ruido de estado no modelo, os modelos sdo mais sensiveis as observagoes e
a respectiva perturbacdo que as afecta. Este facto, por si s6 ndo ¢é prejudicial na estimagdo do
estado do veiculo, pois permite o seguimento da trajectéria do veiculo no caso de ocorrer

alteracdo na trajectoria que o veiculo inicialmente descrevia.

O caracter periodico do erro quadratico médio faz-se sentir, como referido
anteriormente, devido a trajectoria descrita pelo veiculo. Contudo, existem posi¢cdes na
trajectoria descrita em que o erro na determinagdo da posi¢do do veiculo ¢ maior. Com o
intuito de determinar esses pontos representa-se nas figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 a evolugao
do erro quadratico médio e da posicdo nas respectivas coordenadas consideradas (x e y) para

ambos os modelos.
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T T T
px normalizado

EQMPCRB px normalizado

[

4

-0.8 |
1500 1550 1600 1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
t [s]
Figura 4.9 - Evolugao do erro quadratico médio e da posi¢cdo na coordenada x do referencial
utilizado do modelo para movimento ao longo de circunferéncias, normalizados pelo

respectivo maximo.

py normalizado
,,,,,,, EQMpgg Py normalizado |7
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Figura 4.10 - Evolucao do erro quadratico médio e da posi¢ao na coordenada y do referencial
utilizado do modelo para movimento ao longo de circunferéncias, normalizados pelo

respectivo maximo.
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T T
px normalizado
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Figura 4.11 - Evolucao do erro quadratico médio e da posi¢ao na coordenada x do referencial

utilizado do modelo Constant model with known Turn Rate, normalizados pelo respectivo

maximo.
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Figura 4.12 - Evolucao do erro quadratico médio e da posi¢ao na coordenada y do referencial
utilizado do modelo Constant model with known Turn Rate, normalizados pelo respectivo

maximo
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Analisando os resultados representados nas figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 verifica-se que
o maior erro de estimacdo de determinada coordenada de posi¢do do veiculo ndo ocorre
quando essa mesma coordenada assume o seu valor maximo. Antes pelo contrario, verifica-se
que o maior erro de estimagdo de determinada coordenada ocorre quando a outra coordenada
assume o seu valor madximo. Resumindo, quando a coordenada x assume o seu valor maximo,
a coordenada y tem o maior erro de estimacdo. Este fendmeno verifica-se de forma
semelhante quando a coordenada y assume o seu valor maximo. Nesta situagdo, a coordenada
x tem o maior erro de estimagdo. De forma a compreender este fendmeno representa-se na

figura 4.13 a trajectoria de teste descrita pelo veiculo.

160

140 — - T LN - R I ——

1
| | | |
— - ———}——:——F———F———}—— -
1
1
1

I

120 - - -+
I
I
|

100 ———f -~

80F - — - --- -

y [m]

60F - --N--—-F--——F---F

da y assume maior incerteza
|

40k - - -

20k - - -

Figura 4.13 - Representagdo da trajectoria de teste no plano (x , y) e respectivos pontos onde

se verifica a maior incerteza na estimagdo da posigdo.

Podem-se observar na figura 4.13 os pontos da trajectéria onde o veiculo tem maior
incerteza na estimagdo da coordenada da posicdo em x e em y, representados,
respectivamente, com uma circunferéncia a vermelho e verde. O facto da maior incerteza de x
se verificar quando a coordenada y assume o seu valor maximo e a maior incerteza de y se
verificar quando x assume o seu valor maximo deve-se ao ruido presente nas observacdes
utilizadas, nomeadamente a incerteza existente no angulo ©, medido pelo sensor. A incerteza

presente nessa observagdo provoca, para distancias gradualmente mais elevadas, um aumento
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do erro de estimagdo na determinagdo das coordenadas de posigcdo do veiculo. O ruido
existente na distancia d, medida pelo sensor, ndo provoca um aumento significativo no erro de
estimacdo da posi¢cdo para situagdes em que o veiculo se encontre longe do sensor. Desta

forma justificam-se os resultados obtidos na simulagao.
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Capitulo 5

Estimacao multi-modelo

Neste capitulo aborda-se a estimagdo multi-modelo, utilizando o algoritmo Multiple-
Model Adaptive Estimation (MMAE), para problemas de estimacdo de estado e identificacao
de sistemas.

Durante este capitulo descreve-se o algoritmo MMAE e as suas aplicagdes e analisa-se
o seu desempenho em duas situacdes distintas. A primeira consiste no caso em que a
trajectoria do veiculo ndo se altera durante o periodo de simulagdo, enquanto que no segundo
caso se analisa o comportamento do algoritmo em regime dindmico, ou seja, existe alteragdo
da trajectdria seguida pelo veiculo. Apenas foi testado um dos modelos, neste caso o modelo
Constant model with known Turn Rate, uma vez que os resultados obtidos se podem
extrapolar para os outros modelos. De real¢ar que modelos nao lineares podem ter problemas
de convergéncia em situagdes dindmica ou em situacdes em que a trajectoria estimada se
afaste da trajectoria real. Na situagdo analisada, a ndo linearidade das observacdes trouxe

alguns problemas de convergéncia.

5.1. Algoritmo Multiple-Model Adaptive Estimation
(MMAE)

Nesta secc¢do € descrito um algoritmo potente na estimagdo de estado e identificacdo de
sistemas, denominado por Multiple-Model Adaptive Estimation (MMAE).

A teoria apresentada tera aplicag@o para sistemas discretos lineares e variantes no tempo
perturbado com ruido branco. Nestas condi¢cdes o algoritmo devera aproveitar toda a
potencialidade do filtro de Kalman discreto linear para estimacdo 6ptima. Em aplica¢des ndo

lineares, o algoritmo podera ser utilizado em estimag@o ndo Optima.
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Este algoritmo pode-se aplicar nas mais variadas areas. Destaca-se o seguimento de
veiculos aéreos, terrestres ou maritimo tendo em conta que a trajectéria descrita pelo veiculo
ndo ¢ conhecida a priori pelo observador, a aplicacdo em estimac¢do de estado em sistemas
com grandes incertezas nos parametros da dinamica do sistema ou nos proprios sensores. As
aplicagdes deste algoritmo ainda se podem estender para estimacdo de estado em sistemas ndo
lineares com grandes incertezas nos parametros e como estrutura para aplicacdes multi-target

e multi-sensor.

O algoritmo MMAE consiste na constru¢do de N (N eN ) filtros de Kalman discretos,

cada um sintonizado para um dos N modelos possiveis. Cada um dos filtros de Kalman gera,
em tempo real, uma estimativa local e um vector de residuos. Os vectores de residuos de cada

um dos filtros de Kalman sdo utilizados para o célculo da probabilidade p, de cada uma das

estimativas geradas pelos filtros ser a verdadeira. O algoritmo MMAE ¢ conduzido pelos
sinais de comando do passado e pelas medi¢cdes dos sensores perturbadas e gera a saida uma
estimativa do estado do sistema e a correspondente matriz de covariancia. A estimativa do
estado do sistema ¢ dada pesando cada uma das estimativas locais pela respectiva
probabilidade resultante dos vectores residuais. O calculo da matriz covaridncia de estado
resulta, pesando cada uma das matrizes covariancia de estado, pela respectiva probabilidade,
incluindo uma correccdo que envolve a estimativa de cada um dos filtros de Kalman e a

estimativa do estado. Na figura 5.1 representa-se a estrutura genérica do algoritmo MMAE.
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Figura 5.1 - Estrutura geral do algoritmo Multiple-Model Adaptive Estimation (MMAE).

A estimativa de estado e respectiva covariancia resultantes do algoritmo MMAE sdo
calculadas com base no valor esperado das variaveis de estado dadas as entradas e as

observagoes do passado. Representa-se, assim

&(t)=E[x(1)Z(1)], (5.1)
P(t)zcov[x(t);x(tﬂZ(t)] (5.2)

onde Z(t)={u(O),u(l),...,u(t—1);2(1),2(2),...,Z(t)}, sendo u a entrada deterministica e

z as observagoes.
Tendo em conta que um dos N modelos considerados ¢ verdadeiro, este problema
consiste na resolu¢do de teste de hipdteses cujo modelo verdadeiro deve pertencer a um

conjunto discreto de hipoteses, H,,H,,....H,. Assim, o ponto fulcral deste problema consiste
em determinar a fun¢do densidade probabilidade condicional das varidveis de estado dados os
sinais de controlo e as observagdes, p(x(t) | Z(t)) .

Em [5] mostra-se que a estimativa das variaveis de estado sdo dadas por
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N . .
2= pl'%), (53)
i=1
0 p) (20 e V20 _< ).
Pk:Z:pk P +(xk —xk)(xk —xk) ;i=1,2,...N (5.4)
i=1
,onde pl(:) ¢ a probabilidade da estimativa dada pelo filtro de Kalman i no instante &k ser
verdadeira.

Definem-se, entdo, os residuos e a matriz de covariancia residual, respectivamente, por

rlg—)l = Zyw _I:ig)] , rlg-)l eR", (5.5)
. N T
Sill = Cov|:rl£+)1 :rlEJr)l] = HQAP}EBI [HQA} +Ry, Sgp)rl R™" (5.6)

, onde [2@]7 corresponde a estimativa a priori das observagoes do filtro de Kalman i no

instante & dada por
(0] -m [0 ] 5

A partir de (5.5) e (5.6) € possivel calcular a probabilidade da estimativa do filtro i ser a

verdadeira no instante k+/, com as probabilidades p(()i) dadas,

i 1 i
e |-Lwih )

P = Y (5.8)
Zﬂkﬂ exp{ kﬂ} 7
, onde
191 ) (27[)'"/2 i/detsgil ’ 62
wil =[10T [0 10, (5.10)

E possivel mostrar-se que se a hipotese H=H, ¢ verdadeira, i.e. 0 modelo i € o

verdadeiro, entdo
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lim V=1, lim PV=0, vj=i (5.11)

Se nenhum dos modelos for o verdadeiro, entdo o algoritmo converge para o modelo
mais proximo do verdadeiro.
Em problemas ndo lineares, o filtro de Kalman ¢ substituido pelo filtro de Kalman

estendido e o algoritmo opera em condigdes ndo 6ptimas.

5.1.1. Algoritmo MMAE em regime dinamico

Na seccgdo anterior partiu-se do pressuposto que o modelo que era seguido ndo se
alterava durante o periodo de simulag@o. Nesta sec¢do considera-se que o alvo podera alterar
0 seu comportamento € como consequéncia, 0 modelo verdadeiro altera-se. O algoritmo tera
de ser capaz de responder a este regime dindmico. A estrutura apresentada na figura 5.1 e as

equagoes (5.5), (5.6), (5.8), (5.9) e (5.10) continuam a ser validas em regime dindmico. No
entanto, terd de ser considerado um limite inferior nas probabilidades, ou seja pl(:) > ¢ para

que o algoritmo consiga responder a alteragdes do modelo.

O regime dindmico poderd tornar-se critico quando existem muitas alteragdes do
modelo verdadeiro. Para que a resposta do algoritmo seja satisfatoria terd de se considerar
filtros de Kalman que considerem as alteragdes entre os varios modelos, o que faz aumentar
de forma exponencial o niimero de filtros Kalman em paralelo. Este facto torna impossivel o
funcionamento em estimag@o optima do algoritmo.

Em funcionamento ndo 6ptimo, o algoritmo tera um bom desempenho em situagdes em
que o intervalo de tempo entre alteracdes dos modelos sejam superiores ao tempo de
convergéncia. Infelizmente ndo ¢ conhecida uma estimativa para o tempo de convergéncia do
algoritmo MMAE. Devido a este facto apenas se pode garantir o bom funcionamento do

algoritmo em situagdes em que as alteragdes entre os modelos sejam pouco frequentes.

5.2. Implementacio e analise dos resultados

Nesta seccdo apresentam-se os resultados obtidos na simulacdo do algoritmo MMAE
implementado utilizando o modelo Constant model with known Turn Rate no filtro de
Kalman. Tomou-se como opg¢ao utilizar este modelo, uma vez que apresenta uma dindmica

linear, ao contrario do modelo para movimento ao longo de circunferéncias.
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Os varios modelos considerados nos filtros de Kalman encontram-se sintonizados para
diferentes velocidades angulares.

Foram simulados varios cenarios distintos. O primeiro cenario consistiu em analisar o
desempenho do algoritmo MMAE para varias velocidade angulares calculando o erro
quadratico médio. O segundo cendrio consistiu em avaliar o comportamento do algoritmo
para uma velocidade angular diferente das velocidades sintonizadas nos modelos
considerados. No terceiro cenario avaliou-se o comportamento do algoritmo em regime

dinamico.

5.2.1. Desempenho do algoritmo MMAE

No primeiro cendrio consideraram-se seis modelos sintonizados para trajectorias com
velocidades angulares diferentes. As restantes caracteristicas da trajectoria como a velocidade
linear sdo genéricas em todos os modelos. A velocidade angular dos modelos considerados

apresentam-se na tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Velocidades angulares do veiculo consideradas no varios modelos.

Velocidade
angular
o [rad/s]
0,1
0,08
0,07
0,068
0,064
0,04

As condicdes de ruido consideradas na simulagdo apresentam-se na tabela 5.2.

Tabela 5.2 - Variancias do ruido que perturba as observacdes consideradas no modelo.

Medida do A .
Variancia
sensor
distancia [mz] 1?
angulo [(*)’] 2
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Considerou-se que o veiculo descrevia uma trajectoria com uma velocidade angular de
0,08 rad.s™ e que mantinha essa trajectoria durante todo o periodo de simulagdo. A evolugdo
da probabilidade dos modelos serem os correctos evoluiram de acordo com o representado na
figura 5.2. O valor inicial da probabilidade ¢ dado de acordo com uma distribui¢do uniforme

em funcao do nimero de filtros de Kalman.
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’ | | | | | w=0,100
09 fF---t--md— o ----- E----t w=0,080 ||
L | | | I ! w=0,070
R - bt w=0066 |
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| | | | | T
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Figura 5.2 - Evolugdo da probabilidade do modelo ser o correcto.

Verificou-se, através da analise da figura 5.2, que o algoritmo convergiu para o modelo
correcto. A probabilidade associada ao modelo com velocidade angular de 0,08 rad.s™”, apos
um periodo de convergéncia inicial assume um valor proximo da unidade, enquanto as
probabilidades associadas aos outros modelos convergiram para zero. A probabilidade do
modelo correcto ndo assume a unidade, uma vez que se impOs um limite inferior nas

probabilidades que convergem para zero.
Na figura 5.3 representa-se a trajectoria real descrita pelo veiculo e a estimada pelo

algoritmo MMAE. Verifica-se que a trajectoria estimada converge para a trajectoria real do

veiculo.
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Figura 5.3 - Representacdo da trajectoria real descrita pelo veiculo e a trajectoria estimada no

plano (x, ) e evolugdo ao longo do tempo (x, y, t).

Apesar de se ter verificado que o algoritmo converge para o valor real da trajectoria,
analisou-se o desempenho do algoritmo calculando o erro quadratico médio entre a trajectoria
estimada e a real para os diferentes valores de velocidade angular considerados na tabela 5.1.
Assim, obtiveram-se os resultados obtidos na tabela 5.3. A simulagdo ocorreu nas mesmas

condicdes para todas as velocidades angulares consideradas.

Tabela 5.3 — Erro quadratico médio da estimativa da posi¢ao dada pelo algoritmo MMAE

para as varias velocidades angulares consideradas nos modelos.

. Constant model with

Velocidade known Turn Rate
angular [rad/s]

pX €rro py erro

0,1 3,900E-01 3,864E-01

0,08 5,056E-01 4,811E-01

0,07 6,214E-01 5,680E-01

0,068 6,705E-01 6,165E-01

0,064 7,374E-01 6,794E-01

0,04 1,302E+00 1,119E+00

Com base nos resultados apresentados na tabela 5.3 verifica-se que o desempenho do
algoritmo degrada-se com a diminuigdo da velocidade angular do veiculo.
A tabela 5.3 foi construida de forma a que os resultados obtidos pudessem ser

comparaveis com o0s obtidos na seccdo 4. Desta forma, pode-se comparar os resultados
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obtidos para a velocidade angular de 0,07 rad.s” com os resultados obtidos na tabela 4.3 para
o modelo Contant known Turn Rate e para as condigdes de ruido apresentadas na tabela 5.2.

Na tabela 5.4 resumem-se os resultados comparaveis.

Tabela 5.4 - Erro quadratico médio obtido pela estimativa dada pelo algoritmo MMAE e pelo

modelo Constant model with known Turn Rate do capitulo 2.

Constant model with

Variancia do ruido MMAE known Turn Rate
distancia [m’] angulo [(")Z] Py erro Py erro Py erro Py erro
1’ 2’ 6,2142E-01 5,6804E-01| 6,084E-01 5,563E-01

Nesta situacdo verifica-se uma degradacdo no desempenho do algoritmo de estimagédo
devido ao facto de se ter considerado um limite inferior nas probabilidades, pl(:) > & para que

o algoritmo consiga responder a alteragdes do modelo, o que provoca que o valor do estado
seja igual a do modelo correcto, perturbado com o valor do estado dos outros modelos

considerados.

5.2.2. Comportamento do algoritmo MMAE para trajectorias nao
consideradas nos modelos

No segundo cenario analisou-se o comportamento do algoritmo MMAE para uma
trajectoria do veiculo com velocidade angular diferente das consideradas nos modelos.

Nesta situacdo as velocidades angulares consideradas nos modelos sdo diferentes das da
seccdo 5.2.1 devido a questdes de convergéncia do algoritmo. As velocidades angulares

consideradas apresentam-se na tabela 5.5.

Tabela 5.5 - Velocidades angulares do veiculo consideradas nos varios modelos.

Velocidad

e angular

o [rad/s]
0,07
0,068
0,066
0,064
0,062
0,06
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Considerou-se que o veiculo descrevia uma trajectoria com uma velocidade angular de
0,0685 rad.s™. Apos simulago nas condi¢des descritas, obtiveram-se as figuras 5.4 ¢ 5.5.

Analisando a evolucdo da probabilidade dos modelos serem os correctos, representada
na figura 5.4, verifica-se que o algoritmo converge para um dos modelos considerados. Em
mais pormenor verifica-se que, apos um periodo inicial de convergéncia mais longo que o
verificado na situacdo da figura 5.2, o algoritmo converge para o modelo que apresenta as
condi¢des mais semelhantes com que as da trajectoria que o veiculo descrevia. Neste caso, o
algoritmo convergiu para o modelo com uma velocidade angular de 0,07 rad.s™.

Na figura 5.5 representa-se a trajectéria real descrita pelo veiculo e a trajectoria

estimada pelo algoritmo.

probabilidade
-
|
|
|
|
|
1

0 100 200 300 400 500 600
Figura 5.4 - Evolugdo da probabilidade do modelo ser o correcto para a situacdo em que a

velocidade angular do veiculo era diferente das velocidades angulares consideradas nos

modelos.
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Figura 5.5 - Representacdo da trajectoria real descrita pelo veiculo e a trajectoria estimada no

plano (x, ) e evolugdo ao longo do tempo (x, y, t).

5.2.3. Comportamento em regime dinidmico

Nesta ultima situacdo analisou-se o comportamento do algoritmo em regime dindmico.
Inicialmente considerou-se que o veiculo descrevia uma trajectoria circular com uma
velocidade angular de 0,07 rad-s' e no instante 100 s, alterou-se a velocidade do veiculo

gradualmente até atingir os 0,068 rad.s™ no instante 300 s, como representado na figura 5.6.

A evolucao da probabilidade dos modelos serem verdadeiros representam-se na figura
5.7. Verifica-se que, ap6s um periodo inicial de convergéncia, a probabilidade do modelo
correspondente & velocidade angular 0,07 rad.s” assume um valor préximo da unidade,
enquanto que os outros modelos convergem para um valor nulo. Ap6s o instante 200 s,
aproximadamente, quando a velocidade do veiculo se aproxima mais da velocidade do
modelo sintonizado para 0,068 rad.s”, o algoritmo MMAE reage e, apés um periodo de
convergéncia, o algoritmo converge para o modelo correcto. Caso a velocidade, ao alterar-se,
ndo convergisse exactamente para uma das velocidades consideradas nos modelos, o
algoritmo iria convergir para o modelo que tivesse a velocidade mais proxima da velocidade

para a qual o veiculo evoluiu.
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Figura 5.7 - Evolug¢do da probabilidade do modelo ser o correcto para a situacdo em que a
velocidade angular do veiculo se alterou durante o periodo de simulagao.
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Na figura 5.8 representa-se a trajectoria real descrita pelo veiculo e a trajectoria
estimada pelo algoritmo MMAE.

Estimada

Real
Estimada

y [m]

Figura 5.8 - Representagdo da trajectoria real descrita pelo veiculo e a trajectéria estimada no

plano (x, ) e evolugdo ao longo do tempo (x, y, 7).
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Capitulo 6

Conclusoes

No presente trabalho abordou-se o desempenho de varios modelos de estado
implementados recorrendo a um filtro de Kalman para o seguimento de veiculos. Nas
simulagdes utilizou-se como trajectoria de teste do veiculo uma trajectoria circular, uma vez
que as trajectorias dos veiculos se podem aproximar por segmentos de recta e arcos de
circunferéncia.

Na primeira abordagem considerada, apresentada no capitulo 3, analisou-se o
desempenho dos dois algoritmos calculando o erro quadratico médio. Verificou-se que o
modelo para o movimento ao longo de circunferéncias apresenta um melhor desempenho para
pequenas perturba¢des, mas com o aumento da perturba¢do, o desempenho dos modelos
testados tendem a degradar-se e aproximarem-se.

No quarto capitulo calculou-se o melhor desempenho possivel dos algoritmos de
estimacdo baseados nos dois modelos considerados ao longo do trabalho, com base na teoria
de Cramér-Rao. Verificou-se que o desempenho dos algoritmos ainda se encontra
relativamente longe da situacdo Optima e que no caso de se utilizar o estimador O6ptimo, o
modelo para movimento ao longo de circunferéncias teria melhor desempenho face ao modelo
Constant model with known Turn Rate. Verificou-se ainda o caracter periédico que o erro
quadratico médio da posi¢do assume. Analisou-se, também, a posi¢do do veiculo que assumia
uma maior incerteza na estimagdo. No eixo de coordenadas considerado, verificou-se que a
maior incerteza no eixo dos x ocorria na situagdo em que a posicao y atingia o seu maximo e
que a maior incerteza no eixo dos y ocorria quando a posicdo x atingia o seu maximo.
Concluiu-se que este fendmeno se verifica devido a incerteza existente na observagdo O, que

agrava a estimacao para distancias mais elevadas.
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No ultimo capitulo abordou-se a estimagdo multi-modelo através do estudo do
algoritmo MMAE. Este algoritmo foi abordado em varios situagdes. Na primeira situacao
analisou-se o desempenho na identificacdo de modelos e estimagdo das variaveis de estado.
Verificou-se que o desempenho do algoritmo era ligeiramente inferior ao dos modelos
apresentados no capitulo 2 devido ao facto das probabilidades dos modelos serem verdadeiros
estarem limitadas a um &£>0. Na segunda situacdo analisou-se o comportamento do
algoritmo para situacdes em que a velocidade angular do veiculo ndo correspondia a nenhuma
dos modelos considerados. Nesta situacdo, o algoritmo convergiu para o modelo mais
proximo do movimento descrito pelo veiculo. A terceira situacdo correspondeu a analise do
comportamento do sistema para uma situacdo dindmica, situacdo em que a trajectoria do
veiculo se alterava durante o periodo de simulagdo. Verificou-se que o algoritmo era capaz de
seguir o comportamento do alvo, passando a probabilidade do novo modelo a assumir um

valor proximo da unidade.

6.1. Trabalho futuro

Com o intuito de continuar este trabalho e aprofundar algumas conclusdes retiradas no
seguimento do mesmo, teria todo o interesse analisar outros aspectos que ndo foram aqui
abordados. Assim, seria de analisar o desempenho dos algoritmos de estimagdo em situagdes
em que as condi¢des iniciais do veiculo ndo fossem iguais as consideradas no modelo.

De forma a caracterizar melhor o comportamento do algoritmo em situagles reais
podera modelar-se os sensores de uma forma mais rigorosa e coerente com a realidade, ou
mesmo até incluir novos sensores de forma a melhorar o desempenho da estimativa de
posi¢do. Em alternativa, podia também analisar-se o desempenho do algoritmo em situagdes
em que estivesse apenas uma das medi¢des consideradas, d ou O.

Outro ponto que também teria bastante interesse abordar seria a dependéncia entre a
melhor estimativa no caso de se utilizar o estimador 6ptimo ¢ o modelo de estado utilizado, ¢

tentar determinar onde se encontra o limite de desempenho da estimacao.
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Calculo do limite

Apéndice A

Calculo do limite

A expressdo (A.1) apresenta uma singularidade em ®, =0.

I_R(mo.(t—to)).[o} (A.1)

Wy Vo

pP=p,+R(y,).

De forma a calcular o valor de (A.1) em ®, =0 calcula-se o seu limite para velocidades
angulares que tendem para zero. Assim tem-se

Pﬂfﬁ%{po+R(wo).I_R(°°°'(t_t°)).[Oﬂ, (A2)

o, Vv,

: o .0
que resulta numa indeterminagdo do tipo o

A regra de I’Hopital que enuncia que o limite de f(x)/g(x), quando f(x)—>0 e
g(x)>0,0u f(x)>w e g(x)—>w, existe e ¢ igual a (df(x)/dx)/(dg(x)/dx) se esta
funcdo convergir. Representa-se, entdo

(), d(x)ds
Mg(x) g (v)/de

(A.3)

se dg(x)/dxiO‘v’xe]a,b[ ,a<c<bh.

Aplicando a regra de I’Hopital a (A.2), conduz a

d[1-R(w,.(t-1,))]/do, [ 0 H (A4)

do,/do, Vv,

p=lim| p,+R(y,).
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Calculando (A.4) resulta em

p= limo(po +R(\|/0).R((oo.(t—to))_[(t—to).VOD _p, +VOA‘{C?S \Vo} , (A5)

sin

onde se substituiu (t—t,) por At.
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Apéndice B

Filtros de Kalman discretos

Filtro de Kalman discreto

Em 1960, R. E. Kalman propés uma nova abordagem para formular o problema de
filtragem baseado na minimizacdo do erro quadratico médio. Esta nova metodologia permitiu
a resolucdo de varios problemas que, até entdo, ndo tinham solug@o. Assim, surgiu o filtro de

Kalman discreto. Considere-se, entdo, a representagdo do modelo de estado discreto dada por

{Xkﬂ =@hX, tW,

z, =H x, +v, (B.1)

onde

e X, ¢ovector (nx1) de variaveis de estado no instante t,, ou seja x, =x(t,);

e ¢ ¢amatriz (nxn) no instante t, que relaciona x, com x,,,, também denominada

por matriz de transicao;

e w, é o vector (nxl) cujos elementos sdo ruido branco gaussiano e afectam as

variaveis de estado no instante t, , com covariancia conhecida;
e 1z, ¢ovector (mx1) das observagdes no instante t, ;

e H, ¢ a matriz de ligagdo (mxn), que relaciona as variaveis de estado com as

observagdes no instante t, ;
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Filtros de Kalman discretos

e v, & o vector (mx1) cujos elementos sdo ruido branco gaussiano e afectam as

observagdes no instante t, , com covariancia conhecida.

As matrizes de covaridncia do ruido associado as variaveis de estado w,, e as

observagdes v, , assumem a forma

Q. k
E[wkwiT]_ O’k ;;tk ©2)
R,, i=k
E|:VkV|T:|_ O’k j;tk (B3)
E[kaf]=0,Vk,i (B.4)

Assumindo que se tem uma estimativa do estado no instante t, , baseada na informacdo

sobre os instantes anteriores a t, , define-se o erro de estimac¢do como
e, =X, —X, (B.5)

onde x, ¢ o valor das variaveis de estado no instante t,, € X, a estimativa a priori do estado

no mesmo instante dada por

5‘; = ¢k—1ﬁ;—l (B-6)
A estimativa do estado ¢ actualizada de acordo com
%, =%, +K, (2, -H,%,) (B.7)

onde K, ¢ a matriz de ganhos calculada através do algoritmo desenvolvido por R. E. Kalman.

Surge agora a necessidade de calcular o ganho K,, que conduz a uma estimativa

optima das variaveis de estado. Definindo as matrizes de covariancia do erro de estimacdo a

priori e do erro de estimacao (a posteriori), respectivamente por

P =E[e;e;T]=E[(xk—ﬁ;)(xk—ﬁ;ﬂ (B.8)
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Filtros de Kalman discretos

P =E[e,e] |= E[(xk —%,) (% %, )T} (B.9)

Substituindo (B.1) em (B.7) e depois substituindo a equacao resultante em (B.9) obtém-

S€
P, = E{[(xk %)~ Ky (Hx, v, - &) | (30 - %0) - K, (Hx, +v, - HLE )]T} (B.10)

Efectuando os calculos na expressdo (B.10), e verificando que de (xk —f(;) resulta o

erro de estimacdo a priori dado por (B.8) e que o ruido de observacao ¢ incorrelacionado com

o ruido de estado
E[vie," |=E[ev] |=0 (B.11)
obtém-se, reescrevendo (B.10), a equacdo para a matriz de covariancia do erro de estimagao
P =(I-K,H )P (I-K,H,) +K,R K] (B.12)
Expandindo (B.12) tem-se

P =P -K.HP -P HK +K, (HP H{ +R, K] . (B.13)

Pretende-se, assim, minimizar as variancias dos erros de estimacdo, i.e. minimizar cada

termo da diagonal principal de P,. Tendo em conta as propriedades da deriva¢do matricial,
obtém-se a partir de (B.13)

d(trace P, )

K =2(HP;) +2K, (H,P;H +R,)=0. (B.14)

Resolvendo (B.14), resulta para os ganhos Optimos que minimizam o erro quadratico
médio de estimacao (Kalman gain)
K, =P H, (HPH R,) . (B.15)

Substituindo o ganho 6ptimo, (B.15), na equagdo da covariancia do erro de estimagéo,

permite reescrever (B.13) como
P, =P -PH!(HPH +R,) HFP, (B.16)

ou
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P, =P, —K, (H,PH{ +R, K, (B.17)
ou

P =(I-KH,)P_. (B.18)

As equacgdes (B.12), (B.13), (B.16), (B.17) e (B.18) permitem calcular a covariancia do
erro de estimac¢do. No entanto (B.16), (B.17) ¢ (B.18) apenas sdo validas para os ganhos

optimos, enquanto que as restantes sdo validas para qualquer ganho.

De forma a completar as equagodes do filtro de Kalman, ¢ necessario determinar o valor

da covariancia do erro de estimagdo para o instante t,,,. Com base em (B.1) e (B.6) obtém-se

€ =X, — X, = (¢kxk W ) -gX, =de +w,. (B.19)

Recorrendo a (B.19) escreve-se, finalmente

el = E|:eE+1e£}-l:' = E|:(¢kek + W, )(¢kek +w, )T} = ¢kPk¢kT +Q,. (B.20)

As equacdes (B.6), (B.7), (B.12), (B.15) e (B.20) descrevem o filtro de Kalman
discreto, ndo estacionario, que minimiza o erro quadratico médio de estimacdo. A equagdo
(B.12) pode ser substituida pela equagdo (B.13), (B.16), (B.17) ou (B.18), sendo as ultimas

trés apenas validas para o ganho optimo.

Em certas aplicagdes ¢ necessario considerar que o sistema apresenta uma entrada

deterministica. O modelo de estado em (1) altera-se para

{Xkﬂ =@x, +Bu, +w,

(B.21)
z, =H x, +v,

onde

e u, éovector (px1) de entradas no instante t,;

e B, ¢amatriz (nx p) no instante t, que relaciona as entradas e o vector de estado.

Considerando a entrada deterministica, apenas é necessario alterar a equacdo, (6), do

calculo da estimativa a priori do estado
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X, =@ X, +B,_u,_,. (B.22)

Outra variante da implementagdo do filtro de Kalman € para sistemas invariantes no tempo.

Para esta situagdo ¢ possivel obter uma solucdo estaciondria para os ganho de Kalman, K, .
Substituindo (B.15) em (B.18) e o resultado em (B.20), obtém-se a equacdo de Riccati
discreta

—_ —_ —_ — 71 —_
P, =4 P4 -4 P H (HPH +R,) HP4 +Q,. (B.23)

Considerando regime estacionario admite-se P, ~ P, =P, razdo pela qual é possivel

deixar cair os indice de (B.23). A equacdo de Riccati assume, assim, a forma dada por (B.24),

cuja solucdo permite determinar os ganhos de Kalman estacionarios.

P =¢P ¢’ —gP H' (HP H' + R)’1 HP 4" +Q. (B.24)

Filtro de Kalman Estendido

Se a dindmica do sistema for ndo linear ou existir uma relagdo ndo linear entre as
observacdes e o vector de estados, € necessario recorrer a um filtro de Kalman estendido. Este
filtro tem a particularidade de ser desenvolvido para poder lidar com sistemas ndo lineares
tirando partido da linearizacdo do sistema em torno da trajectoria estimada pelo filtro. Uma
variante deste filtro consiste em linearizar o sistema em torno da trajectéria nominal. Nesta
situacdo o filtro denomina-se por filtro de Kalman linearizado. Considere-se entdo o sistema

ndo linear discreto

Xy = ¢(Xk7k)+wk

zk:h(xk,k)ﬁtvk (B.25)

onde

e X, ¢ovector (nx1) de variaveis de estado no instante t,, ou seja x, =x(t,);

e ¢(x,.k) ¢ amatriz de transigdo (nxn) ndo linear do estado do sistema no instante t,

que relaciona x, com X, ;
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e w, ¢ o vector (nx1) cujos elementos sdo ruido branco gaussiano e afectam as

variaveis de estado no instante t, , com covariancia conhecida;

e 1z, &ovector (mx1) das observagdes no instante t, ;

h(x,.k) ¢ a matriz de ligagdo (mxn) ndo linear que relaciona as observagdes e as

variaveis de estado no instante t, ;

v, € o vector (mxl) cujos elementos sdo ruido branco gaussiano e afectam as

observagdes no instante t, , com covariancia conhecida.

Os ruidos de estado e de observagao sdo caracterizados por (B.2), (B.3) e (B.4).

Admitindo-se que o filtro opera ao longo da trajectoria estimada, verificando a relag@o
X = (x0k), (B.26)

e que o erro entre a trajectoria real e a estimada sobre a qual € linearizado o sistema, ¢ dado por

AX, =X, —X,, (B.27)
pode-se escrever(B.25) como

X;H + AXk+1 = ¢(X:+1 + AXk+1 ’ k) + wk
. (B.28)
Z, = h(xk+1 + Axk+1,k) + v,

Para erros de trajectoria muito pequenos, ¢ valida a aproximagao de ¢(xk , k) eh (xk , k)

pelos termos de primeira ordem da expansdo em série de Taylor, de onde resulta

. . o
X, tAX, ~ ¢(Xk+1,k)+[£} AX, +W,
k _Ix, =x;
s (B.29)
. oh
zZ, zh(xk+1,k)+ re.

k

} Ax + v,
X :x:;
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Filtros de Kalman discretos

Trabalhando no espago do erro das variaveis de estado e tendo em conta (B.26), (B.29)

simplifica-se para

Xy

Ax,,, = [%} AX, +wW,

0X,

. oh '
z, — h(xk+1,k) ~ {—} AX, + v,
X, =Xp
De forma analoga a (B.7), a estimativa do erro ¢ actualizada através de
A%, =A%, +K, (7, ~H AR ),

onde

mc

A
0X, -

A estimativa a priori do erro da trajectoria ¢ dada por

zZ,. =1, -h(x;,k),

Ax, =4 AX,,,

_| 9¢
¢k B |:an i|xkx1:

sendo

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

As equagdes para calculo dos ganhos e calculo da matriz de covariancia do erro de

estimacao do filtro sdo analogas as descritas para o filtro de Kalman discreto, (B.15) e (B.13)

respectivamente, utilizando o entanto a matriz de linearizada H, . A equagdo de propagacdo

da matriz de covariancia do erro de estimagdo ¢ semelhante a (B.20), utilizando a matriz ¢,

linearizada.

E possivel alterar as expressdes para trabalhar nas variaveis totais em vez de trabalhar

no espaco do erro da trajectoria. Assim, de (B.31) resulta
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Filtros de Kalman discretos

(B.36)
A%, =A%, +K, (2, -Z,)
Somando X, a ambos os membros da equago resulta
X, +A%, =X, + A%, +K, (zk -i;)
(B.37)
%, =% +K, (2, -%;)
A projeccdo da estimativa do filtro € entdo dada por
X, = ¢ (%K) (B.38)
e a estimativa das observacdes vem
Zey =h(%,) (B.39)

Desta forma apresentaram-se as equacdes que permitem implementar o filtro de Kalman

estendido discreto que opera nas variaveis totais de estimagao.
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Apéndice C

Discretizacao de modelos de estado

Neste apéndice aborda-se a discretizagdo de modelos de estado lineares. A discretizagao
de modelos ¢, actualmente, usada como ferramenta para permitir a avaliagdo numérica ¢
implementagdo dos mesmos em computadores digitais. A discretizagcdo pode-se efectuar de

varias formas das quais se destaca a discretizacdo de Euler ou o Zero Order Hold (ZOH).

Considerando o modelo de estado continuo

X(t)= Ax(t)+Bu(t)+w(t) -
y(t)=Cx(t)+Du(t)+v(t)’ D
onde W(t) e V(t) sdo ruido branco continuo com a distribuicao
w(t)~ N(O,Q)' ©2)
v(t)~ N(0.R)

Partindo da primeira equagdo de (C.1) se estar perturbada pelo ruido w(t) e tendo em

conta que
%e‘“ = Ae™, (C.3)
chega-se a
AeM%(t) = e MAx(t) + e M Bu(t), (C4)
que ¢ facilmente reconhecido como
%(Ae‘“x(t))=e‘“Bu(t) . (C.5)
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Integrando (C.5), obtém-se, apos alguma manipulagdo algébrica,
t
x(t)=e*x(0)+ " Bu(r)dr. (C.6)
0

Discretizando através do Zero Order Hold, resulta em no instante k

kAt
x, =e*x(0)+ I ) : 1 (7)de. (C.7)
0

No instante k+1 tem-se
(k+1)At
X, =% (0)+ [ N IBu(r)dr (C.8)
0
Escrevendo (C.8) em fungdo de x, , resulta em
kAt (k+1)At
X, =e™ {eAkA‘X(O) + I M IBu(7) dr} + I Mgy (7)dr. (C.9)

0 kAt

O sistema descrito por (C.1) discretizado assume a forma

X = AKX +Bu, +w
k+1 dk d¥k k , (ClO)
D (t) =C,x, (t)+Dduk +v,
com as covariancias do ruido dadas por
w, ~N(0,Q
= "). (C.11)
v, ~N(O,R,)

Fazendo a equivaléncia entre (C.9) e (C.10), as matrizes A,, B,, C,, Q, ¢ R, do

equivalente discreto sdo dadas, respectivamente, por

Ay=et = (s1-A)"] (C.12)
At

B, :( j eA’der, (C.13)
=0

C,-c, (C.14)
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Matriz covariancia de ruido de estado

Apéndice D

Matriz covariancia de ruido de estado

Neste apéndice apresenta-se a matriz de covariancia de estado do modelo Constant

model with known Turn Rate obtida através da expressdo (3.39) ou alternativamente por
(C.16). Assim obtém-se

Q.=[Q. @ Q ¢].

onde Q! , j=1, 2, 3, 4 é dado por

62 (~1/4.5in(20At) + ©AY/2) o2 (sin(20At)/4+3/2.Ato - 2sin(wAt)) ]

+
o o’

csisin(ZmAt)2 . o, (cos(coAt)z/2 - COS((’)At))
20° o’
c. (cos ((:)At)2 /2 -cos ((oAt)) Gf, (cos (Q)At)z/2 -cos (mAt))

(3.18)

:(3.19)

o’ o’

o (~1/4.5in(20At) + 0At/2) N o, (sin(20At)/4+1/2.Atw - sin(wAt))
L o’ o’ ]
' Q, (2) |
o (1/4.sin(20At)+ 0At/2) o} (—1/4.sin(20At)+ 0At/2)

+
(O] Q)
Gl (—sin(ZmAt)2/4-coAt/2+sin(oaAt)) o (—1/4.sin(2wAt) n wAt/Z)
o’ - o’
62 1/2.5in(20At)’ _oysin (20At)’
L (o) 2m ]
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Q. (3)
Q; (3)

Q - G (sin(2oaAt)/4+3/32 Ato— 2sin(mAt)) s o, (—

1/4.sin(20At) + ©At/2)

0)3

sin (coAt)2

Gi (cos(coAt)z/2—cos(coAt)) +l Gi
2

c. (—1/4.sin(2mAt)+ mAt/2) . o, (Si”(z(’)m)z/“*' mAt/2)

2

b

()

onde Q] (n),jn=1, 2, 3, 4 representa a posi¢do n da matriz
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Dedug@o da equagdo para célculo do Cramér-Rao Lower Bound através do método de Taylor

Apéndice E

Deducao da equacao para calculo do
Cramer-Rao Lower Bound através do
metodo de Taylor

Com o objectivo de demonstrar a manipulagdo algébrica necessaria para se chegar as

equacodes recursivas utilizadas no calculo do limite de desempenho de Cramér-Rao e limite de

desempenho de Cramér-Rao a posteriori, respectivamente (4.25) e a (4.43), apresentam-se os

lemas 1 e 2. Repetem-se as equacgdes (4.25) e (4.43), em notacdo mais simplificada

(Pk )71 = (¢kPk—1¢1;r )71 + HER;Hk

(Pk )71 = (¢1<Pk—1¢kT +Q, )71 + HER?Hk

Lema 1.

Demonstracdo.

onde I ¢é a matriz identidade, e, a partir de filtro de Kalman estendido (EKF), tem-se

P, :[I—Kka]Pk’,
onde K, ¢ o ganho de Kalman definido por

B -1
K, =P H; (R, +HPH;) .
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Dedug@o da equagdo para célculo do Cramér-Rao Lower Bound através do método de Taylor

Por simplicidade, deixa-se cair o indice k de todos os termos nesta demonstragao.

Substituindo (C.25) e (C.27) no lado esquerdo da igualdade (C.26), obtém-se
(1 —KH)P‘][(P‘ )+ HTR‘lH} =

(1-KH)P~(P") +(I-KH)P'H'R'H=

(I-KH)+P H'R"'H-KHP H'R'H =

I-(K-P'H'R"+KHP H'R')H =

1-(K(I+HP"H'R")-P"H'R” )H

1-(K(I+HP'H'R ) P H'R )H:

I-(P'H'(R+HPH') (R+HP'HT)R'1—P'HTR'1)H= (C.21)

(
(
(
I- (K R+HPH')R P‘HTR‘I)Hz
(
(

PHR'-PH'R )H:

Lema 2.
K, =P HR, (C.29)

Demonstracdo.
K=IK =

=PP 'K =
+ HTR‘IH)K = (Lema I)

P) PH (R+HPH') + HTR’IHK) - (c21)

- P[HT (R+HP'H') +H'R'HP H'(R+HP H' )1} - (c21)
=P[H'+H'R'HP'H' [R+HP H'| =

=PH'[I+R'HPH' |[R+HP'H'| =
=PH'R'R[I+R'HP H" ][R+ HP’HTT =
=PH'R"[R+HPH'|[R+HPH'| =

=PH'R"’ L]
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Dedug@o da equagdo para célculo do Cramér-Rao Lower Bound através do método de Taylor

Tendo em conta os lemas 1 e 2, ja se pode deduzir (C.23) e (C.24). Das equagdes do
EKF tem-se

P =[I-K.H|P, (C.30)

P, =¢ P 4 ,+Q.,. (C.31)
Considerando o lema 2, desta vez retomando o indice k, conduz a
P =[I-K . H,|P;
P =[I-PH;R,'H, [P
P =P [P -HR'H, |P
I

(
P =(P) +H/R'H,
(¢1(71Pk71¢13-71 + Qk*l )71 + HER;lHk (C26)

(¢1(_1Pk_1¢f_1 )_1 +H[R'H, Assumindo Q,_, =0

=[P -H[R'H, |P]
P,) =P -HIR'H,

P’

P
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